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DasUmschlagbildzeigteineDeformationsamilie V' mit nodalenundmit einerkuspidalerKurve.
Die Gleichungderdaigestellterivarietatist

V ={(z,y,2) € R*|2® +¢° — (0.12%)2°}.
DasBild wurdemit demProgramnsur f von StepharEndrasgezeichnet.
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Einleitung

Eine Fano-Mannigéltigkeit X ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, derenantikanoni-
schesBundel— K x ampleist. Die Fano-Mannigaltigkeitenund Fano-\arietéaterspielenin
derhoherdimensionalealgebraischeiGeometriecine Sonderrolleweil die Mori-Theorie
voraussagtdassiede unigereelte Varietatbirationalzu einemFaserraunist, desserallge-
meineFasereineFano-\arietatist, die hdéchstenserminaleSingularitaterhaberkann.

Einerder Ansétzebei der UntersuchungeinerFano-\arietatX ist dasStudiumderra-
tionalenKurven, die in X enthaltensind. DieserAnsatzist durch S. Moris Arbeit [43]
motiviert, in der die Hartshorne-Frard-Vermutung (“Der projektive Raumist die einzige
projektive Mannigfaltigkeit mit amplemTangentialbindél bewiesenwird. Moris Beweis
beruhtim wesentlicherauf einerneuartigerMethode,die Existenzvon rationalenKurven
auf projektiven Mannigfaltigkeiten X zu benveisen wenndaskanonischeBiindel K x nicht
nef ist. Mori konstruierteinenRaum, der die Kurven parametrisiertund betrachteteine
Komponentegdie zu denrationalenKurven vom minimalenGradgehdrt. Eine genaueJn-
tersuchungler Teilfamilie der minimalenrationalenKurven, die einenvorgegebenerPunkt
enthalt liefert danndasErgebnis.

Seit dieserArbeit ist das Studium der rationalenKurven vom minimalen Grad eine
Standardmethodeei der Untersuchunglerjenigenprojektiven Mannigfaltigkeiten,die von
rationalenKurvenuberdecksind.

Dieser Ansatzist besonderdruchtbar wenn spezielleMannigfaltigkeiten vorliegen,
so dassman Zusatzaussageiiber die rationalenKurven hat. Ein Beispiel sind die Ge-
radenauf Kontaktmannigdltigkeiten, die wir im Kapitel tj naherbetrachterwerden,aber
dasHauptbeispiekind Fano-Mannigéltigkeiten, die “prim” sind. Dabei heil3teine Fano-
Mannigfaltigkeit X “prim”, wenn es eine Einbettung: : X — P, gibt, so dassdie
Bilder der minimalenrationalenKurven Geraderim P,,, sind. Aquivalentkbnnenwir sa-
gen,dasseine Fano-Mannigéaltigkeit X prim ist, wennesein sehramplesGeradenbiindel
L € Pic(X) gibt, dasdie untersuchtetKurven mit Multiplizitat 1 schneidetBeispielefir
Fano-Mannigéltigkeiten,die prim sind, sind die homogenemationalenRaume.

Naturlichist nicht jede Fano-Mannigéltigkeit prim, und esist nicht einmalklar, wann
es ein (nicht notwendigerweisesehramples)GeradenbiindeL. € Pic(X) gibt, welches
die minimalenrationalenKurven mit Multiplizitat 1 schneidetEin solchesGeradenbiindel
scheintfur alle demAutor bekannterBeispielevon Fano-Mannigéltigkeitenzu existieren;
ein allgemeinegxistenzresultagibt esabernicht.

Esist in diesemZusammenhanginnvoll, die Geometrievon Familien von rationalen
Kurvenvon minimalemGradzu studiererund dabeigeleggentlichdie Zusatzannahmeuzu-
lassendassesein Geradenbiinddl gibt, dasdie Kurvenmit kleinerMultiplizitat schneidet.
Insbesonderest esinteressantAntwortenauf die — etwasphilosophische- Fragezu geben,
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inwieweit die Geometrievon Familienvon minimalenrationalenKurvender Geometrieder
Geradenim projektiven Raumahnelt. DieserProblemkreisumfasstunteranderendie fol-
gendengtwaspraziserenkragen.

(1) WenneineFamilie von rationalenKurvenvon minimalemGradgegebenist, sind
die zugehdorigerKurvendannim allgemeinerglatt? Gibt eseineobereSchranle
fur die Dimensionder Teilfamilie, die singulareKurvenbeschreibt?

(2) Wennwir einenPunktz vorgebendannkdnnenwir einerglattenminimalenratio-
nalenKurve ¢, die z enthalt,denTangentialraunty|, zuordnen.Wir erhaltenso
einerationale“Tangentialabbildung”

7z : {min. ratl. Kurvendurchz} —-» P(T%|,)

Eine UntersuchunglerbekannterBeispielevon Fano-Mannigéltigkeitenlegt die
Fragennahe:Ist die Tangentialabbildungin Morphismus?Ist dasBild der Tan-
gentialabbildungorojektiv normal? Wannist dasBild der Tangentialabbildung
linearentartet?

(3) WenneineFamilie von rationalenKurven vom minimalenGradgegebenist, und
wennzwei hinreichendallgemeinePunktex undy gegebersind,wie viele Kurven
gibt esdann,die sovohl z alsauchy enthaltenAVannist eineminimalerationale
Kurve durchzwei Punkteeindeutigbestimmt?

(4) Wennein allgemeinerPunktz € X und ein Tangentialektor 7 € Tx|, vor-
gegebensind, wie viele minimale rationaleKurven gibt es dann, die den Punkt
z enthaltenund dort tangentialan ¥ sind? Wannist die Tangentialabbildungs,
injektiv?

Singulére rationale Kurven. Die meistendieserProblemesind direkt oder indirekt
mit der Fragenachder Existenzvon singulaen rationalenKurven verkniipft. So zeigt et-
wa ein Kriterium von Y. Miyaoka (Satz3.3.] auf Seite28), dasseine minimale rationale
Kurve durch zwei Punkteeindeutigbestimmtist, wenn alle minimalenrationalenKurven
an denbetrefendenPunktenglatt sind. Esist deshallfiir unsvon Interessedie Teilfami-
lie im Raumder minimalenrationalenKurven zu untersuchendie die singularenKurven
beschreibtWeil polarisiertesingularerationaleKurvenim Vergleichzu (P, Op, (k)) uber
wesentlichmehrStrukturverfigenwird die Geometrieder Familienvon singularerkurven
wesentlictrigider sein.

Im Kapitel 2 werdenwir deshalbein Kriterium (Satz2.2.1auf Seitel ) dafiirangeben,
dasseine kompakte,projektive Familie von singularenrationalenKurven nicht-reduzierte
Faserrhat. Weil die Familienvon singularerKurven,die wir als Teilfamilie desRaumeger
minimalenrationalerKurvenerhaltenaberstetskompaktsind,undnurgenerischreduzierte
Fasernhaben|iefert dasKriterium erheblicheEinschrankungeandie mdglichenTeilfami-
lien. Weil abgeschlossenajcht-kompakteFamilien von rationalenKurven traditionell als
“spaltend”bezeichnetverden kannmandenSatz2.2.1alsein “Spaltungskriterium’aufas-
sen. DiesesKriterium ist daswesentlicheResultatdeserstenTeilesdieserArbeit. Eskann
alsnaturlichesPendantiesBend-and-Break-Ajumenteson S. Mori verstandenverden.

Im Kapitel?werderwir dasSpaltungskriteriunaufdie Teilfamilie derminimalenratio-
nalenKurvenan,die singularsind. Damit kdnnenwir viele derobenaufgevorfenenFragen
beantvorten. Als unmittelbareAnwendungerhaltenwir eine Charakterisierungesprojek-
tiven Raumesdie einigederbekannterResultateserbessertDie ErgebnissedesKapiteIs:_?.
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setzemichtvoraus,dassX eineMannigfaltigkeit ist; mit Ausnahmeder Charakterisierung
desprojektvenRaumegeltenalle Satzeauchfur projektive Varietatendie nichteinmalnor-
mal seinmissenAm EndedesKapitelsgebenwir ein Beispielvom Y. Miyaoka,daszeigt,
dassalle Ergebnissescharfsind. BessereResultate&kannmandemnachur erhofen, wenn
manzusatzlicheKompaktheitsannahmenachtoderdie Regularitatvon X voraussetzt.

Das Spaltungskriteriumkannauchals ein notwendigexKriterium fur die Projektvitét
einesBundelsvon singularenrationalenKurven verstanderwerden. Das wirft die Frage
auf, ob es eine vollstandigeCharakterisierungler projektiven Biindel gibt. Eine solche
Charakterisierungvird im Kapitel'#_!gegebenwerden. Dabeiwerdenwir unsim Hinblick
auf die Ergebnisseder Kapitel 2 und 3 auf Biindel von singulérenebenenkubiken uber
glattenKurvenbeschran&n, weil nur solcheBiindelin unsereiSituationauftreten.Eswird
sichzeigen,dassdie Mengeder projektiven Biindelwederoffen nochabgeschlossein der
Mengealler Biindelist. DasResultakannauchalseineAussagdiberdie Moduli derBlndel
von singularerKurvenaufgefsstwerden.

Kontaktmannigfaltigk eiten. Ab dem Kapitelgwerdenwir die rationalenKurven auf
komplexenKontaktmannigdltigkeitenbetrachtenKontaktmanniddltigkeitensind Mannig-
faltigkeiten, auf denenein nicht-entartete$lyperebenenfeldxistiert. Die Geometriedie-
ser Raumeist besonderseich, und Kontaktmannigdltigkeiten sind von erheblichemin-
teresseweil sie als TwistorrAumeliber Riemannscheiannigfaltigkeiten mit quaternion-
Ké&hlerschemrHolonomiggruppeauftretenund deshalbfir die Klassifikationder Riemann-
schenMannigfaltigkeiten mit speziellerHolonomie ganz wesentlichsind. Das KapiteI:_S
dientderEinfiihrungin denProblemkreisundder DarlegungderbekannteriErgebnisse.

In Kapitel 6 werdenEigenschafterder Familie der minimalenrationalenKurven auf
einerKontaktmannigdltigkeit bestimmt. Dabeiwird die Charakterisierunglesprojektiven
RaumesausKapitelg verwendetum zu zeigen,dassdaskanonischeBiindel— Kx in allen
interessanteRallenstetsein VielfachesinesGeradenbindels ist, welchesdie minimalen
Kurvenmit Vielfachheitl schneidetAuf derandererSeitewird dasBindel L isomorphzu
demQuotienterdesTangentialblindelsachdemHyperebenenfeldein. Diesesehrspezielle
Geometriegibt erheblicheEinschrankungean die Mdglichkeiten,eineminimalerationale
Kurve auf einer Kontaktmannigdltigkeit zu bewvegen. Durch ein genauesStudiumdieser
Beschrankungekonnenwir einige der AussagerausKapitel 3 verbessern.Dies betrifft
vor allemdie Dimensionsabschatzurigr die Teilfamilie der singularerrationalenKurven.
Zusatzlichkénnenwir zeigendassdie Tangentialabbildung;, generischinjektiv ist.

Weil nachdemResultatder Arbeit ['3{1] alle projektiven Kontaktmannigdltigkeiten X
mit b2(X) > 1 stetsvon der Form X = P(Ty) sind, wobei Ty das Tangentialbiindel
einer projektiven Mannigfaltigkeit Y bezeichnetsind die Kontaktmannigdltigkeiten mit
b2(X) = 1 von besondereninteresse DieseRaumewerdenin Kapitel v, untersucht.Das
HauptzieldesKapitelsist der Beweis einerVermutungvon C. LeBrun: wir zeigen,dasses
aufeinerKontaktmannigdltigkeit X mit b2 (X) = 1 nurdannmehralseineKontaktstruktur
gibt, wenn X 2 P,, ., ist. SchlieBlichzeigenwir nocheinenSatzuberdie Normalisie-
rungdesOrtesderminimalenrationalerKurven,die einenvorgegebenerallgemeinerPunkt
enthalten.

Fruhere Veroffentlichungen. Die meistenErgebnissedieserSchrift sindin vorange-
gangenerArbeitenenthalten.Das Spaltungskriteriunig._Z_..1au_sKapiteI J und die Anwen-
dungendieim Kapitel?. gegebenwerden,sindin der Arbeit [@]_'l] dagelegt; eine Ubersicht
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uber die verwendeterMethodenwurde schonin dem Kongressbeitra§3d] gebracht. Die
CharakterisierungderprojektivenBuindelvon singularerKubiken,dieim Kapitel'{! gegeben
wird, ist dasErgebnisderArbeit [34]. Die Kapitel& und, iberdie Kontaktmannigiltigkei-
tengehenim wesentlicherauf die Arbeit [33] zuriick.

Die Ergebnissdiberdie Injektivitéat der Tangentialabbildunguf Kontaktmanniggltig-
keiten (Abschnitti7.2 ab Seite68) und die NormalisierungdesOrtesder Kurven, die einen
festenPunktenthalten(Abschnitt7.3 ab Seite[7G) sind vor dieserArbeit nochnicht versf-
fentlichtworden.

Spracheund Notation. In dieserArbeit verwenderwir die Spracheleralgebraischen
Geometriewie siein demStandardlehniich[18] eingefiihrwurde. Bei denBezeichnungen
fur die Parameterraumand denRaumder rationalenKurvenwird unsereNotationmit der
desBuche[36] kompatibelsein.

Um technischeschwierigleitenzu vermeidenwerdenwir in dergesamterirbeit — so-
weit nicht explizit andersvermerkt— ausschlie3lich/arietaterbetrachtengdie tiberC defi-
niert sind. Die meistenErgebnissederKapitellgi undg geltenallerdingsauchiiberalgebra-
ischabgeschlossendfrpernbeliebigerCharakteristik- wir verweiserauf die Originalar
beit[31].
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Die meistenErgebnissedie in dieserArbeit zusammengekstsind, wurdenim akade-
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schenForschungsgemeinschaftmaoglicht. Ich mdchtemich sehrherzlichbei Y. Miyaoka
bedanlen, der Gastgebeam RIMS war, und bei den Mitgliedern und GastendesRIMS,
die sehrzur produktiven Arbeitsatmospharéeigetragerhaben. Ich habesehrvon vielen
Diskussionemnit Y. Eliashbeg, S. Helmke, S. Kovacs,Y. MiyaokaundS. Mori profitiert.

Die Ergebnissedes Kapitels:ft wurdenausgearbeitetls ich Gastam KoreaInstitute
for AdvancedStudiesin Seoulwar. Ich méchtemich ebenélls bei J.-M. Hwang fir die
EinladungnachKoreaundfir viele Gesprachd&edanien.



KAPITEL 1

Rationale Kurven auf projektiven Mannigfaltigk eiten

Die Deformationstheorigler algebraischervarietatenist ein Teilgebietder algebrai-
schenGeometrign demesdemEinsteigemichtleichtgemachiwird. Obwohl eseineReihe
von Publikationereu demThemagibt, sind die meistenErgebnisseechttechnischundder
praktischeNutzenist bei dererstenDurchsichtder Arbeitenschwerabzuschatzenkir stel-
len deshalbin diesemKapitel die flir unswesentlicherErgebnissdiber die Existenzvon
rationalenKurven, denRaumder Morphismenzwischenalgebraischevarietatenund den
Raumder rationalenKurven zusammen.UnsereHauptreferenst dasBuch [36], wo die
gesamteTheorie dagestelltwird. Wir werdendie Notation diesesBuchesiibernehmen.
S. Moris Arbeit [43] tiberdie Hartshorne-Fraréd Vermutungist ebenélls eineempfohlene
Referenz.

1.1. Existenzrationaler Kurven

Einesder wichtigstenResultate die zum Beweis der Hartshorne-Frardd-Vermutung
fuhrten,ist der Satzuiberdie Existenzvon rationalenKurven auf projektiven Mannigfaltig-
keiten X, derenkanonische8iindel K x nicht nefist. DieserSatzwurdevon S. Mori mit
Hilfe einerReduktionauf KorperendlicherCharakteristibewiesen.Eine Konstruktionvon
rationalenKurven, die ausschlieflicliberC arbeitet,ist nichtbekannt.

SaTz 1.1.1(Moris Existenzsat#iir rationaleKurven,[43], [44]). EsseiX eineprojek-
tive Mannigfaltigleit fir die K x nicht nefist. Danngibt esauf X einerationaleKurve/ fir
diegilt:

0< —-Kx.f<dimX +1.

WennX sagar Fanoist, danngibt esdurch jedenPunktvon X einesolche Kurve O

1.2. Die Parametrisierung von Mor phismen

WennX undC projektive Varietatersind,dannwerdenwir haufigdie Morphismenvon
C — X parametrisierendie C birationalauf seinBild abbilden. Tatsachlichexistiert ein
Schemdlomy;,(C, X), dessegeometrisch@unktel:1 zu diesenMorphismerkorrespon-
dieren.Desweitererexistiert ein “universellerMorphismus”

p: Homy(C,X)xC —» X
(f,0) = f(e)

Wir verweiserauf[36, chapt.ll.1] fiir ein eingehendeStudiumdesHom-Schemas.

5
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ABBILDUNG 1.2.1. DeformationerundVektorfelder

1.2.1. Der Tangentialraum Studium des Hom-Schemas.Wenn X glatt ist, dann
hat der Tangentialraunman Homy,,. (C, X) eine einleuchtendgeometrischénterpretation.
Wenn ein birationalerMorphismusf : C — X gegebenist, dannkorrespondiertder
(Zariski-)Tangentialraumvon Homy,;,.(C, X) an f auf kanonischeéWeise zu Schnittenin
HO(C, f*(Tx)). DieseKorrespondenist in der Abbildungi.2.] gezeigtwo C C X ist
unddasVektorfeldin H(C, f*(Tx)) = H°(C, Tx|c) durchPfeileangedeuteist.

Esgibt eineholomorpheAbbildung
k:H(C,f*(Tx)) = H'(C, f*(Tx))
mit £(0) = 0, so dasseine analytischeUmgelungvon f isomorphzu eineranalytischen
Umgehung der 0 in der schementheoretischétaserk—1(0) ist. Dashatwichtige Konse-
quenzen:
(1) Die DimensiorvonHomy,,.(C, X') kanndurchdie folgendeDifferenzabgeschatzt

werden:
dim Hom;,.(C, X) > dim H°(C, f*(Tx)) — dim H*(C, f*(Tx))
Die rechte Seite der Ungleichung ist die “erwartete Dimension” von
Homy;-(C, X). WennC eineKurve ist, ist die erwarteteDimensioneine Euler
Charakteristikvon f*(Tx) und kann deshalbbequemmit Hilfe desSatzesvon
Riemann-Roclausgerechneterden.
(2) WennHomy,;,(C, X) bei f die erwarteteDimensionhat, dannist Homg,,.(C, X)
einlokal vollstandigeDurchschnitund deshallinsbesonder€ohen-Macaulay
(3) WennH(C, f*(Tx)) verschwindetdannist Homy;,.(C, X ) anderStelle f glatt.

Wenne € C undz € X geometrischéunktesind, kdnnenwir einenvéllig analogen
Parameterraunfiir die Morphismenkonstruierendie ¢ auf z abbilden. DieserRaumwird
mit Homg;,(C, X, c — z) bezeichnet.Der Tangentialraunan Homy;, (C, X, ¢ — ) an
einemPunktf korrespondierzu H°(C, f*(Tx ) ® J ), wobei J . C O dieldealgarbedes
Punktes: bezeichnet.

~

1.2.2. Dimension des Hom-Schemas.Im Spezialall wo X glatt, C = P; und
f € Homy;,(P1, X) ein Morphismusist, desserBild einenPunktz € X enthélt,liefert
der Satzvon Riemann-Rocldie folgendeuntereSchranlke fiir die DimensiondesDeforma-
tionsraumes:
—Kx.f+dimX

dlm[ﬂ HOmbir(Pl,X) Py
—-Kx.

>
dlm[f] Homy;, (]Pl, X, [0 : 1] — il?) >

(1.2.1)

wobei/ := Image(f) ist.
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1.3. Der Raum der rationalen Kurven

Die GruppePS L,, alsodie Automorphismengruppder projektiven Geradewirkt auf
die NormalisierungHomZ,. (P;, X) von Homy,,(P1, X). S.Mori hatin seinerArbeit [43,
lem. 9] gezeigt,dassder geometrisch&uotientim Sinnevon D. Mumford [14] existiert.
Nach[36, thm.11.2.15] existiert damitein kommutatvesDiagramm

@

(1.3.1) Hom},, (P, X) x P, — Y~ Univ™(X)

| |

Homg), (P1, X) —— RatCurves™ (X)

wobei u undU prinzipalePS Ly-Blindelsindund s« ein]P’l-BUndeIistﬁ. Die Einschrankung
des"Auswertungsmorphismusgauf einebeliebigeFaservon 7 ist ein Morphismusderdie
FasetbirationalaufdasBild abbildet.Wir bezeichnemlenQuotientenrauriRatCurves™ (X)
alsden“Raumvon rationalerKurvenauf X4,

Weil wir denRaumHomy,;, (P, X) beiderKonstruktionvon RatCurves™(X) norma-
lisiert haben gibt esim Allgemeinenkeine 1:1-KorrespondenzwischendenPunktenvon
RatCurves™(X) unddenrationalenKurvenauf X: Esist moglich,dassesmehrerePunkte
auf RatCurves™(X) gibt, die dieselbeKurve bezeichnen.Dasfolgende,triviale Beispiel
zeigt, wie soetwaspassiererkann.

BeispiEL 1.3.1 EsseiX := C x IP;, wobeiC einenicht-rationaleKurve ist, sodass
die Normalisierungsabbildung : ¢ — C nicht bijektiv ist. Weil die Bilder rationaler
Kurven nachdem Satzvon Luroth wieder rational sind, sind die rationalenKurvenin X
genauwlie FaserrderProjektionsabbildung : X — C. AlsoistderRaumRatCurves™(X)
kanonischisomorphzu C, obwohl die MengederrationalenKurvenzu C korrespondiert.

Die Mengeder Kurven, die zu mehrals einemPunktin RatCurves™(X) gehérenjst
immerhinabgeschlossenWir werdentrotz diesesSachwerhaltesin Situationen,in denen
Missverstéandnissenwahrscheinlictsind, haufigPunktein RatCurves™(X) unddie zuge-
horigenKurvenin X mit demselbersymbolbezeichnen.

1.3.1. Rationale Kurven, die einenvorgegebenerPunkt enthalten. Wir werdenim
Folgendenhaufig nur solcheKurven betrachtendie einengegebenenPunktz enthalten.
Dazuist die folgendeNotationsinnvoll.

NoTATION 1.3.2 Wennein Familie H C RatCurves™(X) undein Punktz € X ge-
gebenist, dannbezeichnemvir die abgeschlossergnterfamilie von Kurven,die denPunkt
z enthaltenmit H:

H, = (7(t7 (z)) N H)req-

1Ein P, -Bundelist fur unsein glatterMorphismusdesseriFasernisomorphzu P; sind. Wir nehmemicht an,
dassdasBundelin derZariski-Topologielokal trivial ist.

2 Der Buchstabén” in RatCurves™ ist vielleicht etwasirrefihrend.Das"n” hatnichtsmit der Dimension
von V zu tun, sondernweist daraufhin, dassder Parameterraunisomorphzur Normalisierungeinergeeigneten
quasiprojektren Untenarietatder Chow-Varietatvon X ist.
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Die universelleFamilie 7~ (H,) wird mit U, bezeichnetDasBild von U,, nennerwir den
“Ort der H-Kurvendurchz” undschreiben
locus(H;) := o(Uy).

Die Einschrénkung|y, wird mit ., bezeichnetdie Einschrankungr|y, heildtr,.

Auf der anderenSeite existiert nach['.};(_i 11.2.16] eine analogeKonstruktionfiir den
Parameterrauriflomy;, (P1, X, [0 : 1] — z)

1.32)  Homl, (P, X,[0:1] — a) x Py — 2= = Univ"(z, X) — = X

| 4

Hom, (Py, X, [0 : 1] = ) — = RatCurves" (z, X)

Die AbbildungenU, und u, sind diesesMal prinzipale B-Biindel, wobei B eine Borel-
Gruppein PS L, bezeichnetdie GruppeB ist alsoisomorphzur Gruppeder Automorphis-
mendesP;, die denvorgegebenerPunkt|0 : 1] fixieren.

1.3.2. Vergleich der Parameterraume. Wir werdenin diesemAbschnittdenZusam-
menhangzwischenden RdumenRatCurves™(X) und RatCurves™(z, X) beschreiben.
Weil demAutor keineReferenzdekanntist, wird diesin groRerAusfuhrlichlkeit geschehen.

Der RaumRatCurves™ (z, X) istim Allgemeinennichtin RatCurves™(X) eingebet-
tet. Der Grundist, dassdie Untenarietdtend, C H C RatCurves™(X), die wir oben
definierthabenjm Allgemeinennicht normalsind. Diesgilt selbstdannnicht,wennH eine
irreduzibleKomponenteson RatCurves™(X) ist — wir werdenspaterim Abschnitt3.5 ab
Seite:}'z_iein explizitesBeispielangebenTatsachlicrkdnnteessogar sein,dasdie Teilfami-
lie H,, ganzim nicht-normalerOrtvonRatCurves™ (X)) enthalteristundestiberhaupkeine
AbbildungvonRatCurves™ (, X ) nachRatCurves™(X) gibt. Fallsz abereinallgemeiner
Punktist, habenwir zumindestlie folgendeAussage:

ProPOSITION 1.3.3 Es sei H eine irreduzible Komponente des Raumes
RatCurves”(X) und z € X sei ein allgemeinerPunkt. Dann ist jede irreduzible
Komponenteder Normalisierung H,, isomorph zu einer irr eduziblenKomponentevon
RatCurves" (z, X).

Achtung! Bei denAnwendungemierProposition,3.3ist unbedingtzu beriicksichtigen,
dassder Begriff eines“allgemeinenPunktes”von der Wahl der irreduziblenKomponente
H abhangt. Um eine Aussagezu erhalten,die fur alle Komponentergilt, wird es nétig
sein,einen“sehrallgemeinerPunkt” zu wahlen. Ein sehrallgemeinePunktist ein Punkt,
derim Komplementeinerabzéhlbaren/ereinigungvon Hyperebeneriegen, die mit den
KomponentewonRatCurves™(X) korrespondieren.

BEweEIS. Essei C Homy;,(P1, X) die irreduzibleKomponentedie zu H gehort.
Wir identifizierenHomy,;,.(P1, X, [0 : 1] — z) mit einemUnterschemaon Homy,,.(P1, X)
und betrachterdie Komponentervon (Homy;, (P1, X, [0 : 1] + ))req, die wir als Durch-
schnitt

Hy = (H N Hombir(PlaXa [0 : 1] = -T))red
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erhalten Weil z einallgemeinePunktist, ist keineKomponenteron 4, im nicht-normalen
Ort vonH enthalten EsmachtalsoSinn,von derstriktenTransformiertersT(H, ) von H.,,
in derNormalisierungH zu sprechenWir erhaltersodasfolgendekommutatve Diagramm

sT(Hz)
lNormaIisierung
Jda

sT(He) ——H

birational, -
) Normalisierung

endlich

/g
He Normalisierung He C H

Nach der universellenEigenschaftder Normalisierungexistiert der birationale, endliche
Morphismusa. Nach Zariskis Hauptsatast o dannein Isomorphismusund wir erhalten
automatischeinenMorphismusy : H, — #. Die universelleEigenschafider Quotien-
tenlonstruktion(sieheetwa [58_? [1.3.2]) liefert sofort einenMorphismusy zwischenden
Quotienten.

Ha H
Hao/B—=H/PSLy

Die Behauptungst alsogezeigtwennwir zeigen,dassy generischnjektiv ist.

Dazubemerlenwir folgendesWenn f € Homy;,.(P1, X, [0 : 1] — z) einMorphismus
f Py — £ C Xist,derbei[0 : 1] injektiv isti, danngehtjederanderebirationaleMorphis-
musg : P; — £ mit g([0 : 1]) = z ausf durchKompositionmit einemAutomorphismus
henwor, der |0 : 1] stabilisiert.Also isty beiu, (f) injektiv.

Konsequenzum zu zeigen,dassy generischinjektiv ist, genligtes,zu zeigen dassdie
generisch&urvel € H, beiz glattist, weil dannjederbirationaleMorphismusf : P; — ¢
mit f([0 : 1]) = = bei[0 : 1] injektiv ist. Die Glattheitder Kurvenfolgt aberunmittelbar
weil z alsallgemeinefPunktgenahltwurde. O

Als Korollar zumBeweishaltenwir nochdie folgendeAussagdest:

KOROLLAR 1.3.4 Die Normalisierungsabbildundg?, — H, ist bijektiy, wennalle
Kurven{ € H, glatt sind O

1.3.3. Rationalen Kurven, die einen allgemeinenPunkt enthalten. Es sei X eine
projektive Mannigfaltigkeit, H eineirreduzibleKomponentadesRaumesRatCurves™ (X)
undz € X seieinallgemeinetPunkt. Wenn/ € H eineKurveist, die z enthalt,undwenn
f : P1 — £ eineParametrisierunglieserKurve mit f([0 : 1]) = = bezeichnetdannzeigt
eineelementar®etrachtunglerTangentialabbildun@'y desuniversellerMorphismusgdass
daszuriickgezogendiindel f*(Tx) ampleist. DieseBeobachtungvurde vielleicht zum
erstenMal in derArbeit [27] gemacht.

34|njektiv bei [0 : 1]” bedeutetdassf ~1(£([0: 1])) = {[0: 1]} ist.



10 1. RATIONALE KURVEN AUF PROJEKTIVEN MANNIGFALTIGKEITEN

ABBILDUNG 1.3.1. Deformationmit zwei Fixpunkten

Es folgt demnach, dass die Homologigruppen H'(Py, f*(Tx)) und
HY(Py, f*(Tx) ® Jo)) beide verschwinden. Also ist savohl Homy,,(P1, X) als
auchHomy;, (P1, X, [0 : 1] — z) glattbei f. Als Konsequenegibt sich:

PROPOSITION 1.3.5(Glattheitssatz[;_§§, cor. 111.3.11.5]). EsseiX eineprojektiveMan-
nigfaltigkeit, H eineirreduzibleKomponentelesRaumeRatCurves™(X) undz € X sei
einallgemeinePunkt.WennH, C RatCurves(z, X) die Normalisierungvon H,, ist, dann
ist H, glatt. O

1.3.4. Kompaktheit desRaumesder rationalen Kurven. Die irreduziblenKompo-
nenterdesRaumeRatCurves” (X)) sindim Allgemeinennichtkompakt,weil einerationa-
le Kurve gegeneineSummevon mehrererKurvenodergegeneineKurve deformiererkann,
die nicht generisctreduziertist. Abbildung{.3.1zeigteinesolcheDeformation.Um diese
Art von DeformationauszuschlieReand um kompakteParameterraumeu erhalten st es
oft sinnvoll, nur Kurvenvom minimalenGrad zu betrachtenZu diesemZweck definieren
wir die folgendenZahlen

m min{deg C | C einerationaleKurvein X}
m(z) := min{degC|C einerationaleKurvein X, diez enthal}

wobeiwir zusatzlichvereinbarendassm und m(z) gleich O seinsollen,wennesauf X
keinerationalenKurven gibt, oderwenneskeine Kurven gibt, die denPunktz enthalten.
DasfolgendeKompaktheitskriteriungehtaufS.Moris Arbeit [:44] zurlick.Eineausfuhrliche
Formulierungundein Beweisfindetsichin [36, 11.2.14].

SaTz 1.3.6(Kompaktheitssatz)Essei H C RatCurves” (X) eineirr eduzibleKkompo-
nente Danngilt

(1) Wenndie Kurven,die von H parametrisiertwerden,Grad kleiner als 2m haben,
dannist H kompakt.

(2) Wennfur einenallgemeinerPunktz € X die Unterfamilie H, nicht leerist und
wennderGradderKurven,dievon H parametrisiertwerden kleineralsm+m(x)
ist, dannist H, kompakt.

Traditionell werdenkompakteUntenarietatenvon RatCurves™ (V') auchals “nicht-
spaltendd=amilienvon rationalenKurven” bezeichnet.

1.4. Moris Spaltungskriterium: Biegenund Brechen

Eine elementareabersehrniitzliche Argumentatiordie als “Mori’ s Bend-and-Break”
bekanntgewvordenist, zeigt,dasseineDeformationvon rationalenKurven, die zwei Punkte
fix 1&sst,im Limit stetszu reduziblenoderzu generischicht-reduziertedKurvenfihrt. Die
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Abbildungi.3 Tillustriert diesenProzessDasArgumenterscheinzumerstenMal in [43];
wir verweiserauf[36, 11.5].

SATz 1.4.1(Starrheitssatfir rationaleKurven). Es seidasfolgendeDiagrammvon
projektivenMorphismerzwisdheneigentlichen,positiv-dimensionaleNarietatengegeben.

U—L1>x

)

Wr nehmeran, dassr aquidimensionaist unddassdie allgemeiner-Fasereineirr eduzible
rationaleKurveist. Weiter nehmerwir an, dassy generisd endlich ist. Wennesmehrals
einenSdnitt o; C X gibt, der von+ auf einenPunktabgebildetwird, danngibt eseinen
Punkty € Y, sodassr—*(y) nichtirreduzibebdernicht generist reduziertist. O

Als Korollar erhalterwir eineersteAntwort auf die Frage(3) ausder Einleitung: zwei
hinreichendallgemeinePunktez und y legen eine minimale rationaleKurve zwar nicht
eindeutigfest, aberesgibt immerhinnur endlichviele Kurven, die z undy enthalten.Im
Abschnitt3.5 ab Seite32 werdenwir ein Beispiel bringen,wo estatsachlichmehrals ei-
ne minimale Kurve durchzwei generischéunktegibt. Wir werdendasResultataberim
Satz?._3_.:}.auf8eite28 fur Kurvenvon kleinemGradverbessern.

KOROLLAR 1.4.2 (Mori’s Bend-and-Break) Wennz € X ein Punktist und wenn
H, C RatCurves™(X) einekompakteFamilie von Kurvenist, die denPunktz enthalten,
dannist die Abbildunge,, : U, — locus(H,) C X endlich. Insbesondexgilt

dim locus(H,) = dim H, + 1.

1.5. Biindel von rationalen Kurven

Wir werdenim Folgenderhaufigmit FaserrdumearbeiterderenFasernmaoglicherwei-
sesingulare)rationaleKurven sind. Die Arbeit mit diesenRaumenwird UberKérpernder
CharakteristiNull dadurchvereinfacht,dassdie NormalisierungeinessolcherFaserraumes
automatisclein P, -Buindelist. Wir verweiserauf[;36, thm. 11.2.8] fiir einenBeweis.

SaTz 1.5.1 EsseidasfolgendeDiagrammvonsurjektivenAbbildungn zwisthenpro-
jektivenVarietatengegeben die tiber C definiertsind.

Normalisierung

X—X
Y omaisea= Y

Normalisierung

Wennalle FaserndesMorphismusr irreduzibleund generis reduzierterationaleKurven
sind,dannist X einP;-BundeluberY". O
DieserSatzist in endlicherCharakteristikfalsch;um ein IP;-Blindelzu erhalten,ist es
oft notig, die NormalisierungdesBasisraumesmit einemendlichenfeininseparableor-
phismuszu komponiererund einenBasiswechsalurchzufuihrenDiesist der Hauptgrund,
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warum es bislangkeine zum Satz8.4.1 analogeCharakterisierungles projektiven Raum-
esuberKdarpernendlicherCharakteristikgibt — wir verweisenauf die Bemerkungemach
Satz3.3.2auf Seite30.

Weil der Beweisin [Sé_‘;] schwierigist, ist esin diesemZusammenhang obwohl sich
die vorliegendeArbeit eigentlichnur mit Varietéateniber C befasst— sicherinstrukti, das
folgende einfacheBeispielzu betrachtendasdemAutor von Y. Miyaokamitgeteiltwurde.

BeEIsSPIEL 1.5.2 Wir betrachterdie quasiprojektie Flache
X :={(x:y:2],t) e Pa x A| 2%t = 2> — 2°}

mit demnaturlichenProjektionsmorphismus : X — A.

Wenn X UberC definiertist, dannrechnetmandirekt nach,dassX glattist und dass
alle Fasern(X,),o glatteelliptischeKurvensind.

WennX lbereinemKoérperKK der Charakteristik3 definiertist, dannzeigtdie analoge
Rechnungvrieder dassX eineglatteVarietatist. Die Fasernvon 7 sindallerdingssingular
undzwar ander Stelle

(Xt)sing = {([z:0:1],t) € P, x A|z® +t =0}

Das zeigt bereits,dassSeidenbags Theorem(“GenerischeFasernvon Abbildungenzwi-

schennormalenVarietatensind normal’, sieheauch[E, thm. 1.7.1]) in endlicherCharak-

teristik nicht gilt. Um einzusehendassdie FasernX; rationalist, bezeichnemvir die (ein-

deutig bestimmte)ritte Wurzelvon ¢t mit £ € K und parametrisierenlie FaserX; durch
le: A — Xy

(1.5.1) c = ([2—=¢:c3:1),1)

Um X jetztin ein P (K)-Bundel zu transformierenfiihrenwir denBasiswechsef — s3
durch.Der Ruckzugvon X schreibtsichdannals

X' ={([x:y:2],s) € Py x Al 2% = 29® — 2} .
Man rechnetnach, dassdieseVarietatnicht normalist. Zum Normalisierenmissenwir
eineVariablec hinzung(_ar_l,gie der Gleichung(z + s)c = y genugt. Dasist abergerade
die Variable,die wir in (:1.5.].) zur Parametrisierunggenommerhaben.Dies zeigt, dassdie

Normalisierungvon X' tatsachlicheinP;-Blindelist.
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Familien von singularen Kurven






KAPITEL 2

Ein Spaltungskriterium flr singuléare Kurven

Mori's Bend-and-Breakannals Starrheitsaussadér kompakteFamilienvon rationa-
len Kurvenaufgehsstwerden.Das ThemadiesesKapitelsist es,eine stérlere Aussageftr
denFall zu gewinnen, dassalle Kurven, die durch eine kompakteTeilmengedesRaumes
RatCurves™ (X)) gegebenwerden,singulérsind. Dazuverwenderwir eineStruktur die es
nur auf polarisiertensingularenrationalenKurven gibt, namlichdie speziellenPunkte,die
wir gleich definieren. Danachwerdenwir im Satz2.2.] dasHauptresultatiiesesKapitels
angeben.

2.1. Spezielleund oskulierendePunkte

Wir erinnerndaran,dassesin der projektiven EbenePy nur zwei Isomorphieklassen
von integralenund singularenKurven vom Grad 3 gibt. Tatsachlli_cti:c,t jede solcheKurve
isomorphzu einerderfolgendenbeidenKurven,diein Abbildung2.1.lillustriert sind.

Co = {[z:y:2] €Pa|y’z =2}

C1 = {[z:y:2] € Pa|y’z =2+ 2%z}
Wir nehmereinegewisseVerballhornunglesDeutschernn Kauf und nennenCy eine“ku-
spidale”Kurve (=Kurve mit Spitze)undC; eine“nodale” Kurve (=Kurve mit gevéhnlichem

4 /
_ 0.4 /
a :
//
/
27 \ 02
pd \ /
e | N1/
— |
05 1 15 2 25 -“1 08 -06 04 -02 /\ 02 04
. | //
N \ / \
\ / \
-2 02\
\ \\\
\ \\
— y \
_a] \
kuspidaleKubik Cy (nichtimmersiert) nodaleKubik Cy (immersiert)

ABBILDUNG 2.1.1. SingulareebeneKubiken

15
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Doppelpunkt).DieseKurven sind fur unssehrwichtig, weil jedesingularerationaleKurve
von Cy oderC; dominiertwird.

DEFINITION 2.1.1 EsseiC eineKurve undn : ¢ — C die Normalisierung. Wir
sagendassC “immersiert”ist, wennn anallenPunktenRangl hat.

2.1.1. OskulierendePunkte auf ebenenKubiken. Ein Geradenbiinddl auf Cy, oder
C1 definierteineMengevon Punktendie wir “ L-oskulierend”nennen.

DEFINITION 2.1.2 EsseiC eineintegrale,singuldreebeneKubik und L € Pic*(C)
ein Geradenbindefom Gradk > 0. Wir nenneneinenglattenPunktoc € Creg €inen
“ L-oskulierendefPunkt”,wennO¢ (k - o) = H ist.

Falls C eineeingebettet&ubischeKurve in P; ist, dannsind die glattenPunktein C,
die nicht allgemeinbezuglichdesGeradenbundel®p, (1) sind, geradedie Wendepunkte
derKurve. In derklassischersprachgsiehezum Beispiel[:_LZ_i, I.C]) bezeichnetmandiese
Punkteals“hyperoskulierend”.

DasfolgendeLemmazeigt, wie mandie L-oskulierenderPunkteauf einergegebenen
Kubik ausrechnet.

LEMMA 2.1.3 EsseiC; einenodaleebeneKubik undesseip € (C1)reg €in glatter
Punkt.Wr fixiereneineldentifikation: : C* — (C1)geg, SOdasse ! (p) = 1 istundsetzen

(0i)i=1..k = {L(f) |§k = 1} .
Dannsinddie o; die oskulieendePunktefir dasGeradenbundeO¢, (k - p). Insbesondey
folgt, dassesgenauk oskulieendePunktefir O¢, (k - p) gibt.

BEwEIS. In [1L8, Ex.1.6.7] wurdebewiesen dassdie Abbildung: einenGruppenmor
phismus
o C o> Pic’(Ch)
t = Oc(p—ut))
induziert. Insbesondergilt Oc, (k - p) = Og,(k - «(t)) dannund nur dann, wenn
Oc, (p — 1(t))®* = O, , alsowenn.'(t) einekte Einheitswurzelst. O

Analogerhalterwir dasentsprechendResultafir kuspidaleebeneKurven.

LEMMA 2.1.4 Essei(C) einekuspidaleebeneKubik und L € Pic(C)) ein Geraden-
biindelvomGrad k > 0. Danngibt esgenaueinenL-oskulieendenPunkt. |

2.1.2. L-allgemeinePunkte auf singuléarenrationalen Kurven. Wir verallgemeinern
denBegriff deroskulierenderPunktefir beliebigesingulérerationaleKurven.

DEFINITION 2.1.5 EsseiC eineirreduzibleundreduziertesingulérerationaleKurve
und L € Pic(C) ein Geradenbiindelon positvem Grad. Wir sagendassein glatter Punkt
z € C “allgemeinbeziglichL” ist, wennfir alle birationalerMorphismeng; : C; — C und
fur alles € {0,1} derPunktB; ! () kein oskulierendePunktdesGeradenbiindels; (L)
ist. Glatte Punktevon C, die nicht allgemeinbezuglichL sind, heiBen*speziellbeziglich
L.

Esist fur unswesentlichdasdir jedesGeradenbinddl undfir jedeKurve C fastalle
PunkteallgemeinbeztiglichL sind.

LEmMMA 2.1.6 Die Meng von Punktenin C, die allgemeinbeziiglit' L sind, ist
Zariski-ofenin C.
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BEwels. Wennz € C ein glatter Punkt, g € Aut(C;) ein Automorphismusund
Bi : C; — C einbirationalerMorphismusist, danngilt die Isomorphie

(90 B:) (L) = Oc, (k(g 0 B:) ' (2))
genaudannwenng (L) = Oc, (kB; ! (x)) ist.

Um dasLemmazu beweisen,geniigtes, zu sehendasses— bis auf Kompositionmit
Automorphismen- nur endlichviele birationaleMorphismenC; — C gibt. O

2.2. Formulierung desSpaltungskriteriums

Der 'fgl_g_endeSatzigt‘das HauptresultatliesesKapitels. Man beachtedie Ahnlichkeit
mit Satzl.4.]auf Seitel 1.

SaTz 2.2.1(Starrheitvon singularerKurven). EsseidasfolgendeDiagrammvonsur-
jektivenMorphismerewisdhenprojektiven positiv-dimensionaleRarietatengegeben.

X2z

[

Wr nehmeran, dassr aquidimensionaist unddassdie allgemeiner-Fasereineirr eduzible
undsingulaie rationaleKurveist. Weiter nehmerwir an, dassy einenSdnitt o, C X auf
einenPunktabbildetundauf demKomplemenvono,, endlichist. Wenneinederfolgenden
Eigensthaftengilt:

(1) Alle w-FasernsindimmesierteKurven.

(2) Keiner-Fasernistimmesiert und esexistiert ein abgesdlossenelPunkty € Y
mitreduzierteundirr eduzibleFaserX,, := 7~ (y), sodasso., N X, einglatter
Punktist, der allgemeinbezuglit L|x, ist.

(3) Esgibt ein Geradenbiindell € Pic(X), desserEinstrankungauf die Fasern
vonsw Grad 2 hatundesexistierteinabgestlossenePunkty € Y mitreduzierter
undirreduziblerFaserX,, := 7~ (y), sodasss, N X, einglatter Punktist, der
allgemeinbeziglit L| x, ist.

Dann gibt eseinenPunkty € Y, sodassm—*(y) nicht irreduzibeloder nicht generis
reduziertist.

Der verbleibendeTeil desKapitels¥ ist dem Beweis desSatzes?.2.1 gewidmet. Der
Leser der zuerstan den Anwendungerinteressierist, kannden RestdesKapitels daher
beimerstenLesenvielleicht tiberspringerund gleichin Kapitel 3 auf SelteQS weiterlesen.
Wir erwahnengdassdie Aussagg1) desSatzeéZ 2 1schonvon anderemutorenbewiesen
wurde,vergleicheetwal[i, sect.2].

Wir werdenden BewelsdesSatzeéz 2 1m|t Hilfe einesWiderspruchsgumentegih-
ren. Zu diesemzZwecktreffen wir fur denRestdesKaplteIsdlefoIgendenAnnahmen

ANNAHMEN 2.2.2 Zusétzlih zu den Annahmervon Satz2.2.1nehmerwir an, dass
alle Fasernvon r irr eduzibelund generisd reduziertsind. Insbesondexist die Reduktion
einer beliebigen 7-Faser eine singuléee rationale Kurve Wil die Aussaye von Satz2.2.1
stabil unterendlichemBasiswebselist und unter der Einsdrankungauf beliebige positiv-
dimensionaléJntervarietatenvonY ist, nehmerwir ohneEinscrankungder Allgemeinheit
fur denRestdesKapitelsan, dassY eineglatte Kurveist.
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X!
X-1 e _f . X
Py -Bundel - .
Familie von ebenerKubiken Familie von sehrsingularerkurven
7 \Lﬂ-l /

Y

ABBILDUNG 2.3.1. SingulareKurvendurchebeneKubikenersetzen

2.3. Eine partielle Auflésungder Singularitaten

Als erstenSchrittim Beweisvon Satz2.2.1werdenwir — nachgeeignetenBasiswech-
sel— einepartielle Auflésungder Singularitaterkonstruierendie die mdglicherweisesehr
komplizierteFamilie X von singulérerKurvendurcheinebessehandhabbar&amilie von
Kurvenmit moglichsteinfachenSingularitaterersetzt. Genauegesagizeigenwir, dasswir
die Familie X — Y durcheine Familie ersetzerkénnen,bei der jede Faserisomorphzu
einerebenerKubik ist. Die Abbildung 2.3.] zeigt diesenProzess.Spaterwerdenwir die
speziellerPunkteauf denFasernbetrachtenym SchnitteliberY zu erhalten Einevollstén-
dige Auflésungder Singularitéterist fur unsausdiesemGrundenichtvon Interesse.

Weil die korrekte KonstruktiondesBiindels X’ ziemlich technischist, erlauternwir
zunachstdie prinzipielle Idee. Um einenMorphismusa wie in derAbblldung-Z 3. :].zu
definieren erinnernwir an Satzil.5.1auf Seitel1, der besagtdassdie NormalisierungX
von X die StruktureinesP;-BiindelsiiberY hat. NachgeeignetenBasiswechseénthalt
dasUrbild 7~ (Xsing) der Singularititenmengeon X einenDoppelschnitt\, derin der
Abbildung?.3.1gestricheligezeichnetst. Wir wahleneine Uberdeckund’; C Y, sodass
7 HU;) 2 Py x U, trivial ist undwir

Nna='(U) = {(lvo : 1], %) € Pr x Ua | 95 = g()y7 }
schreiberkdnnenwobeig € O(U;) eineFunktionist. Der Morphismusy ist dannlokal als

(62 ]Pl X Ui — ]P’2 X Ui
(lwo:mlyz) — ([Woyr — 9(x)y} : 3 — 9(=)yoyi : 3], 2)

gegebenund eineelementardRkechnungeeigt, dassdasBild von «a die StruktureinesBin-
delsvon singuléarenebenenKubiken hat. Genauergesagtist fir einenPunkty € Y mit
FaserX, := 7~ (y) die FaserX, nodal,wennN die FaserX, := #~(y) in zwei unter
schiedlicherPunkteschneidet.Die FaserX, ist kuspidal,wenn N N Xy ein Doppelpunkt
ist.

Im verbleibenderRestdiesesAbschnittes2.3 werdenwir dieseldeetechnischkorrekt
umsetzen.
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LEMMA 2.3.1 BetrachtedasfolgendeDiagrammvonsurjektiverprojektivenMorphis-
men
N—>X— G X~<5—N

Normalisierung T D

wobeir projektivist, Y eineglatte Kurveist undwir die folgendenAnnahmemmaden:

¢ Alle m-Fasernsindirreduzibelund generisd reduziertesingulare rationale Kur-
ven.

e EsgibteinenScnitt N = Y undein UnterschemaN C (), sodassfiir alle
abgestlossenerPunktey € Y der schementheatische Sinitt 7~ (y) N N ein
Null-dimensionale&/nterschemader Lange 2 ist.

Danngibt eseineFaktorisierungn = 3 o « UibereineVarietat X', sodassalle Fasernvon
7' isomorphzuintegralen, singulaienebenerKubikensind.

BEWEIS. Setze
A :=Tmage (n:.(T ) ® Ox = 7:(O0%)) Cn(O%)

wobei J i C Ox die Idealgarbevon N ist. Esfolgt sofort, dassA einekoharenteGarbe
von O x-Algebrenist. Wir definierenX’ := Sped A). Die Existenzvon «, 8 und =’ folgt
sofortausderKonstruktion.

Um zu sehengdassdie Fasernvon «’ vom gewiinschterilyp sind, betrachterwir einen
beliebigenabgeschlossendtunkty € Y. Der Beweisist beendetwennwir sehendassdie
Faser(n’)~!(y) eineeinzigeSingularitatbesitzt,die eineeinfacheSpitzeoderein gewohn-
licher Doppelpunktist. Wennwir die BasisY durcheinegeeignetaffine Umgelungvony
ersetzerund, falls ndtig, einenBasiswechsetflurchfilhrenkénnenwir ohneBeschrankung
der Allgemeinheitannehmengdasseseineneffektiven, relatv amplenDivisor D C X gibt,
derjedeFaservon 7 in einemeinzigenglattenPunktschneidet.Wir kénnenweiterhinan-
nehmendassX = Y x P, ist. Wir schreibenl/ := X \ D, setzenU := 5~ (U) und
beachtendasssavohl U alsauchU affin sind. Indemwir eineBundelloordinatez auf X
wéhlen konnenwir U = Spec(R), Y 2 Spec(S) undU = Spec(S ®i C[z]) schreiben.

Weil jetzt N = H gilt, konnenwir R zerlegenals R = Iy @ 7% (S). Weil nach
Konstruktiongilt, dassy# (In(U)) C I ist, haberwir die folgendeGleichheitvon Ringen

A(U) = Image(Iz® R — S®Clz])
= Image(Iyz @S — S ® Clz]).

Wenndie Biindelloordinatez richtig gewéhltist, dannliefert die Tensorierungnit C(y)

A(U)®C(y) = Image(Iy ®C(y)® C(y) —» C(y)[z])
= (22 —¢)+C(y) c C(y)[2],
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wobeic € C(y) einegeeignet&Zahlist. Eine elementardkechnungzeigt, dassdieserRing
vondenElementere? — ¢, 2(22 — ¢) unddenKonstanterC(y) erzeugtst. Also gilt

B~Hr Y (y)NU) = SpecC(y)[z? —c,z(z% —c)]
= SpecC(y)[a,b]/(b? — a*(a + c)).

BeachtedassdieseGleichungdfur ¢ = 0 eineSpitzedefiniertundfir ¢ # 0 einengendhnli-
chenDoppelpunkiiefert. O

Die Stratgjie desBeweisesist es,eineFolge von Basiswechselzu finden,die X und

Y in einerWeisemodifiziert,dassdasLemma2.3.1angevendetwerdenkann.

PROPOSITION 2.3.2 Wennr : X — Y die Annahmerg.2.2erfillt, danngibt esein
Diagramm

X —X

Y —Y

von endlichen surjektivenMorphismen,so dassdie Familie 7' : X’ — Y’ die Annah-
meng.2.2ebenfallserfilllt.

BEWEIS. Die Normalisierungf( ist ein P;-BlindellberY. Wir erinnerndaran,dass
glatteMorphismenstabilunterBasiswechsesind, sodassauchnachweiterenUberlagerun-
genderBasisderRiickzugvon X immernochein P, -Biindelseinwird.

Wir bezeichnerden singularenOrt der 7-Fasernmit Xgin, » C X undwahleneine
irreduzibleKomponent&V C Xging,», die durchz surjektiv aufY abgebildewird. Weil Y
eineglatteKurveist, ist N endlichiberY. Wennr|y einlsomorphismusst, fahrenwir im
Beweisfort. Ansonsterfiihrenwir einenBasiswechsealurch. Danachkénnenwir aufjeden
Fall annehmengassN 2 Y ist.

Als néachsterschrittbetrachtemwir die Normalisierungy : X — X unddaszugehorige
relative Hilbert-Schema

7g : Hilba(n ' (N)/Y) = Y

von Null-dimensionalerUnterschemaler Lange2 in n~1(IN) UberY. Wir erinnernandie
Tatsachdg36, I.1.4.1.5],dassdasHilbert-Schemanit Basiswechsekommutiert.In unserer
Situationbedeutetlas,dasswvennY’ — Y ein Morphismusist, dannist

Hilby(n ' (N) xy Y'/Y') 2 Hilby(n ' (N)/Y) xy Y.

Dashatfur unszweiwesentlicheKonsequenzen.

Zum einenfolgt ausderWahlvon N, dasswenny € Y ein allgemeinePunktist, dass
danm~1(N)N#~!(y) einNull-dimensionale&)nterschemaonderLangemindestengwei
ist, sodassr ;' (y) nichtleerist. Esfolgt, dassrg surjekti ist.

Zum zweitenwéhlenwir eineUntenarietatV C (Hilba(n™!(N)/Y))rea, die endlich
UberY ist. Wir nennendie Normalisierungvon V' jetzt Y’ und fihrennoch einenBasis-
wechseldurch. Weil dasHilbert-Schemanit Basiswechsekommutiert,kdnnenwir Y’ als
Unterschemén Hilbs (! (N) xy Y'/Y") aufassenAlso definiertY” ein Unterschema

NCXxyY' =X xyY'.
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Insgesamsind jetzt alle Voraussetzungevon Lemma2.3.1 erfullt und wir kénnendieses
Lemmaanwendenum X' zu erhalten.Weil unsereKonstruktionnur endlicheBasiswechsel
verwendetist esklar, dassX’ die Annahmer?.2.2automatisclerfillt. O

BEMERKUNG 2.3.3 EsseiX, eineallgemeiner-Faser WennX,, nichtimmersiertist,
dannemibt essichausderKonstruktiondasswir 7’ : X’ — Y’ sowahlenkénnendassalle
«'-Fasernisomorphzu einerkuspidalerebenerKubik sind. Analogwird die Konstruktion,
wenn alle 7-Fasernimmersiertsind, automatischeine Familie von Kurven liefern, wobei
jedeFaserisomorphzu einernodalenebenerKubik ist.

2.4. BeweisdesSpaltungskriteriums

Wir werdenjetzteinrelativ amplesGeradenbiindeluf X verwendenumzweidisjunkte
Schnittes, undd; C X zu konstruierengie nicht kontrahiertwerdenkénnen. Dasgleich
folgende,elementard.emmasagt, dassdies nicht moglichist. Der Beweis wird alsoim
Wesentlicherauf einen Widerspruchzu der Annahmehinauslaufendassdie Varietat X
projektiv ist.

Die Frage wannein Bundelvon singuléarerebenerkKubiken projektiv ist, wird im Ka-
pitel 4 nocheinmalaufgegriffen und dortvollstand|gbeant\mrtetwerden Eswéaredemnach
leichtmoglich,denBeweisvon SatzQ 2. 1zufuhren indemwir die ErgebnlssalesKapltelsd
vorwegnehmenWeil der Autor aberglaubt,dasdieseBeweisfuhrungrotz derkompakteren
Argumenteundtrotz der gréRerertheoretischeritleganz nicht beim Verstandnisler Sache
hilft, werdenwir in jedemder drei Falle desSatze<2.2.] ein einfachesAd-Hoc-Argument
verwenden.

LEMMA 2.4.1 Esseir : X — Y eineglatte minimaleRegelflache Wir nehmeran,
dassesdrei verschiedeneScnitte s, 5, Undé o, gibt, wobeig?, < 0 sei. Dannsindé, und
&1 hicht disjunkt.

BEWEIS. Wir schreiberfy = 6o, +aoC undé; = 54 +a1C, Wobei= die numerische
Aquivalenzbezeichneund C eineallgemeineFaservon  ist. Weil 5, undé, effektiv sind,
iSt6¢,1-600 > 0 undesfolgt, dassag,; > -2, > 0ist. Alsogilt 59.61 = 62, +ag+a; > 0.

1

Mit diesenVorbereitungerkénnenwir jetzt den Beweis von Satz2.2.] beenden.Wir
behaltendie AnnahmenZ.2.2 bei und betrachterdie Familie = : X — Y von rationalen
Kurvenmit kuspldalemdernodalenS|nguIarltatenderenEX|stenzdurch Proposition2.3.2
garantiertist. Weiter sein : X — X die Normalisierung. Wir erinnerndaran,dassdie
natirlicheProjektionsabbildung : X — Y nachSatzd.5.1demRaumX die Struktur

einesP;-Blindelsgibt.

2.4.1. Beweisim Fall (1) desSatzes2.2.1 In dieserSituationkdnnenwir nachder
Proposmor@ 3 2und derBemerkungZ 3 3annehmen;iassa|le7r FasermodaleebeneKu-
biken sind. DieseSituationist in Abblldung-z 4.1 gezeigt.NachBasiswechsekonnenwir
weiterannehmendassdasUrbild n—l(XSmg) zwei disjunkteSchnittegy und &, enthalt.

Wenno., C Xsing ist, dannkénnensawohl 4 alsauchg; kontrahiertwerden.Dasist
aberoffenbarunmaglich.

Wenn aber auf der anderenSeite, oo ¢ Xsing iSt, dann enthalt X den Schnitt
Foo C M (0x), derkontrahiertwerdenkann, und die Schnittegg, 61 C 77 (Xsing),
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n X

Normalisierung

Familie vonimmersierterKurven
i /

Y

P, -Blndel

ABBILDUNG 2.4.1. Familie vonimmersierterKurven

n
Normalisierung

Familie von nicht-immersierteriKurven
\ /r/

Y

Py -Bindel

ABBILDUNG 2.4.2. Familie von nicht-immersiertedKurven

die disjunktsind Weil ¢, 61 und &, aberpaarweiseverschiedersind, widersprichtdies

demLemmaZ 4.1

2.4.2. Beweisim FaII (2) desSatzes2.2.1 Esseiy € Y ein belleb|gergeometr|scher
Punkt. Wir setzenX, '(y) undk := degL|X Nachder Bemerkung?.3. $konnen
wir annehmendassX einekuspidaleebeneKubik ist — dieseSituationist im Bild Q 4.2
gezeigt. Danngibt esabernachLemmaQ-i-4e|nene|ndeut|gerglattenPunkta:y € Xy,
sodassOx, (k - ;) = L|x, ist. Eine BerechnunglesversellenDeformationsraumeder
kuspidalerebenerKubik zeigt,dassr einlokal trivialesFaserbiindeist. Deshalbliefert die
Vereinigungder (z, ),cy einenSchnittog C Xreg, derdisjunktzumsingulérerOrt von X
ist. Wir setzerg, := n~'(op) undéy := 7~ (Xsing) Undbeachtendasss, undg; disjunkt
seinmussen Esfolgt ausder Annahme dasso, N X, ein glatterPunktist, derallgemein
beziiglichdesGeradenbindels|x, ist, daSSO'O, 01 undn (o) unterschiedlich&chnitte
sind. D|esaberW|derspr|chtdemLemma.2 4 1

2.4.3. Beweisim Fall (3) desSatzesé 2 1 Wir kdnnenohneBeschrankungler All-
gemeinheitannehmendasses Punktey € Y glbt sodassr!(y) einenodaleKurve ist.
Falls dasnichtderFall ist, fihrenwir denBeweisleicht mit denArgumenterdesAbschnit-
tes2.4.2

Esseiy € Y einabgeschlossen®unkt. Weil X, isomorphzu einerebenerkKubik und
L|x, ein Geradenblndetom Grad2 ist, ist daslineare Systemder Einschrankungl|x,
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n X

Normalisierung

Py -Bundel Familie von ebenerKubiken
\ /

Y

Legende
Verzweigungsdisor D

,,,,,,,,,,,,,, Urbild derSingularitatem ™" (Xsing)

ABBILDUNG 2.4.3. BiindelvonebenerKubikenmit Geradenbiindeiom
Grad?2

basispunktfreundinduzierteineverzweigte2:1-Uberlagerung
Iy: X, —»P(H (X, L|x,)*) 2Py

Wenn X, einenodaleKurve ist undwenngp, : P; — X, die Normalisierungsabbildung
bezeichnetdannbestehtder Verzweigungsorvon T’y o n auszwei Punktenz, undz,, die
nichtim Urbild der Singularitatenthaltersind: z; ¢ n, " ((Xy)sing). Wir erweiternl’, auf
naturlicheWeisezu einerglobalenAbbildungI™:

X : X ——P(m.(L)*)

Normalisierung
lﬁ
[
Y

Man beachtedassr, (L) lokal frei vom Rang2 ist. Wir erinnernunsdaran,dassX eine
minimaleglatte RegelflacheliberY ist und bezeichnemenVerzweigungsorvon T’ o n mit
D. DerDivisor D schneidetlannjede#-Faserin genawzwei Punkten.
NachDurchfiuihrungeinesweiterenBasiswechselkénnenwir ohneBeschrankungler
AllgemeinheitannehmendassD reduzibelist. Wir schreibenD = &3 N &1 undbeachten,
dassgg N 61 = 0 ist, dasséy und &, alsodisjunkte Schnittesind. Aber X enthaltnach
Annahmenocheinenkontrahierbarechnitté.,. NachAnnahme(3) desSatze«.2.1sind
diesedrei Schnitteverschiedemindwir habereinenWidersprucherreicht.Diesbeendetien
BeweisdesSatzes.2.1 O

2.4.4. Anmerkungen zum Beweis. Wennwir denVerzweigungsdiisor D, denwir im
AbschnittZ.4.3konstruierthaben auf einegenerischealsonodaleFaserX, einschrankn,
erhaltenwir die L-oskulierenderPunkteder Faserzurtick. DieseSituationist in gro3erer
Allgemeinheitfiir beliebigerelatv ampleBindel L in der Proposmon4'§ '5beschr|eben.
Manverglelched|eAbb|IdungQ_4_3m|t derAbblldung-4 3.1aufSeitedd

Die ErgebmssederAbschnltteQ 4 1 und 2 4 2f|nden sichiin gro3ererAllgemeinheit
ebenéllsin derPr0p05|t|0n4 3 5und|n demTheorem4 2 1aufSe|te38W|eder
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Die Ergebnisseadort zeigenauch,dassmanmit denhier vorgestelltenMethodennicht
auf ein Resultathoffen kann, wenn man etwa ein Geradenbindel vom relativen Grad 3
zulasst— wir erhieltendanneinen3-fach SchnittiiberY, und esware méglich, dassauch
nachgeeignetenBasiswechsekeine zwei KomponentemesSchnittesdisjunktwaren.Die
ErgebnissalesKapitels4 werdenzeigenwie sichexplizite Beispielekonstruiereriassen.



KAPITEL 3

AnwendungendesSpaltungskriteriums

Um einige der Fragenausder Einleitung zu beantvorten, werdenwir in diesemKa-
pitel dasSpaItungsknterlundZ 2. 1auf Familien von rationalenKurven anwendendie eine
prolektweVanetatuberdecken Dabeiwerdenwir die folgendenAnnahmerbeibehalten.

ANNAHMEN 3.0.2 Essei X eine projektive aber nicht notwendigrweisenormale
Varietdt und essei H C RatCurves™(X) eineirreduzible aber nicht notwendigrweise
kompakteFamilie von rationalenKurven. Wir verwenderdie Notation, die im Kapitel @:3
auf Seite, eingefiihrtwurde

U—=X

H
wobeiU C Univ"®(X) die zugehdrige Komponenteler univeisellenFamilie bezeitinet.

Wir nehmeran, dass: dominantist und dassH,, fiir eine allgemeineWahl einesPunktes
z € X kompakitist.

Wenn X eine Fano-Mannigéltigkeit ist, dann gibt es immer eine Familie H, die
den AnnahmenB 0 2 genugt. Nach Moris Emstenzsatil 1 1 finden wir Komponenten
H; C RatCurves” ( ) sodass. : H; — X dominantist. Um die gewlnschteKom-
paktheitseigenschafu erhalten geniigtesnachdemKompaktheitssatz.3.§ eineFamilie
H; auszuwéhlersodassder GradderzugehérigemationalerKurvenminimalist.

3.1. Familien von singuléren Kurven auf projektiven Varietaten

Der Zweck diesesAbschnittesist es, eine obereAbschatzungtr die Dimensiondes
RaumedersingularerKurvenzu gebengdie einenallgemeinerPunktenthalten Zusatzlich
werdenwir die SingularitéterdieserKurvengenauebeschreiben.

SATZz 3.1.1 (Spaltungskriteriunfir singulareKurven). Es sei HS"¢ c H die ab-
geshlosseneUnterfamilie von H, die die singulaen Kurven parametrisiert und es sei
L € Pic(X) ein GeradenbundeldesserEinsdrankungauf die KurvenpositivenGrad hat.
Wennz € X einallgemeinePunktist, danngilt dasfolgende:

(1) Die Unterfamilie H5'"& vonsingulaenKurvendurch z hat hédhstensDimension
1.

(2) Die Unterfamilie H5"&:= ¢ H5"8 yvonKurven,die beiz singularsind,ist hdchs-
tensendlich.

(3) WennHSin&:@ nicht leerist, dannsinddie zugehdrigen Kurvenimmesiert.

(4) WennL die Kurvenmit Multiplizitat 2 schneidetdannist H5"8 hochstensendlich
und H3'"8:® ist leer,

25
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Esist fur die Anwendungwichtig, zu beachtendassder Begriff eines“allgemeinen
Punktes”von der Wahl der KomponenteH und von der Wahl desGeradenbiindel& ab-
hangt.

Wir werdenspateim Abschnitt8.5 sehengdassdiesesResultascharfist.

BEWEIS. Als erstenSchritt missenwir eine Abschatzundir die Dimensionder Un-
terfamilie der nicht-immersierterKurven finden. Wir bezeichnerden Raum der nicht-
immersierterKurvenmit H5&1i yndbehauptengass

(3.1.1) dim ASmen < 1

ist. Dazufiihrenwir einenWiderspruchsbeeis. Wenndim HS"&: > 1 ware,dannkénnen
wir eineeigentlicheKurve C ¢ X finden,die zu einemaIIgemeinerPunktein_e[Igompo—
nentevon H5"&:ni gehort,welchevon maximalerDimensionist. NachLemma2,1.6finden
wir emenglattenPunkty € C derin Bezugauf L|c allgemeinist. Wir bemerle_n dassC
keinisolierterPunktvon Hsmg’nl ist und schlieRerausdem Spaltungskriteriung.2.], dass
HSlng i nicht kompaktseln kann. Dannkann H, aberentg@gn unsererAnnahmeauch
mcht kompaktgewesensein.Diesbeweistdie Ungle|chhe|t(8 1.D.

Als nachsterSchrittzeigenwir, dass
(3.1.2) dim HS"& < 1

ist.  Wir werden wieder einen Widerspruchsbaeis fihren und nehmen an, dass
dim H;™¢ > 2 ist. WennH' C H™ jetzt eine Kurve ist, die nodaleKurven parame-
trisiert, dannkonnenwir Satz2.2.] auf die Familie H” anwendenum zu sehen dassH’
nichtkompaktgewveserseinkann. Esfolgt, dassderAbschlussH’ die Unterfamilie F5ine:ni
schneidetinddassdeshalb

codim ysing HSineni < 1

gilt. Die Behauptund1) folgt deshaltausderUngleichheit(3.1.7).
Um nunzu zeigendassH3™&:* hochstengndlichist, fihrenwir eineDimensionszah-
lung durch.Esist klar, dass

dim US™™8 = dim H5"8 + 1 > dim HS™8® 4 dim X + 1

ist. Daswiederumzeigt,dassdie generisché&aserF dernatirlichenAbbildungUSine — X
von derDimension

dim F > dim HS"&® 4 1

ist. Wennwir jetzt nochbemerlen, dassdie naturlicheAbbildung F — HS"&:2 endlich
ist, dassalsodim F' = dim H3™e gilt, dannerhaltenwir zusammemnit der Ungleichung
(8.1.2, dass

1> dim HS'™8 > dim H3™8® 11

ist. Damitist die Behauptund?2) bewiesen.

DieselbeDimensionszahlungngevandtaufdie Familie H5m&m |iefert zusammemit
derUngleichung@3.1.7) die Aussagg3).

Um schlieB3lichdie Aussagd4) zu bewveisen amgumentierewir wie oben.Wir nehmen
an, dasseseinesingulareKurve C C X gibt, die zu einemallgemeinerPunktvon HSirs
gehortund wahleneinenPunkty € C, derallgemeinbeziiglichL|¢ ist. NachSatz2.2.1
kanndie Familie Hsing nicht kompaktsein,undwir habeneinenWidersprucherreicht. O
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Die Methodengdie wir zumBeweisderPropositionl.3.3verwendehabenliefernnoch
dasfolgendeKorollar, daswir aberhier nicht benutzenund nur der Vollstandigleit hal-
bererwahnenWir erinnernan HartshorneZusammenhangssatsiehezum Beispiel[i:_’.,
thm. 18.12],0derdie ausfihrlicheréarstellungn [:_ij’ chap.3.1]), derin unserelSituation
zeigt,dassH,, bei H5"8:* nicht Cohen-Macaulajst, wenndim H,, > 1 ist.

KOROLLAR 3.1.2 Die Normalisierungsabbildungﬁ[z — H, ist au@erhalbvon
H5me:= pijektiv. Wenn{ € HSm&:® gegebenist, dannenthéltdas Urbild in H, mehere
Punkte [l

3.2. Existenzeiner endlichen Tangentialatbildung

Wenndie Dimensiondim H, groReralseinsist, dannsagtSatz3.1.1 dasseinegene-
rischeKurve, die zu einemPunktin H, gehort,glattist. Wenn H,, die Normalisierungvon
H, bezeichnetdannk&nnenwir alsoeine“Tangentialabbildung”

ot Hy ——> P(T% )

definieren,die einerKurve durch z ihre Tangentialrichtundoei = zuordnef_i. Wir werden
in diesemAbschnittzeigen,dassr immer ein endlicherMorphismusist. Dies beantvortet
die Frage(4) zumindesteilweise. Analog zu der Bemerkunggdie wir auf Seite:_l'J_l vor Mo-
ris Bend-and-Brealgebrachtaben stellenwir fest, dassdasfolgendeResultatzwar nicht
zeigt, dasseineminimalerationaleKurve durcheinenPunktz und eine Tangentialrichtung
v € Tx|, eindeutigbestimmtist, aberimmerhinzeigt, dasseszu hinreichendallgemeinen
Daten(z, ¥) nurendlichviele Kurvengeberkann. .

Falls X eineKontaktmannigdltigkeit ist, werdenwir im Abschnitt6.53 sehendassdie
Abbildung T, einegenerischinjektive Immersionist.

DasBild der Tangentialabbildungvurdevon J.-M. Hwangund N. Mok in einerReihe
von Arbeitenin verschiedeneSituationen(zum Beispielin [2§] und [2@']) untersucht.J.-
M. Hwanghatdem Autor mitgeteilt, dassder folgendeSatz3.2.1 zum Beispielverwendet
werdenkann,um einenneuen ginfacherenBeweis der Deformannsstarrheuon hermite-
schersymmetrischerRéumer{Z-zi] zugeben.

Im Allgemeinenist es offen, ob 7, immersi ist und ob dasBild 7, (H,) irreduzibel
oderlinear normalist. Eine gut lesbareEinfiihrungin diesenProblemkreisfindet sichin
demUbersichtsartikl [24].

SaTz 3.2.1(ExistenzeinerendlichenTangentialabbildung) EsseienX und H wiein
denAnnahmer.0.2 Wennz € X ein allgemeinerPunktist, dannist 7, ein endlicher
Morphismus.

BEwels. Nach Propositioni,3.3 kdnnenwir H, mit gewissen Komponentervon
RatCurves™(z, X) = Homy;,.(P1,X,[0 : 1] — z)/B identifizierenund erhaltenso fol-
gendeDarstellungvon 7,

(3.2.1) i,

Hombi,(]P’l,X,O — ac)/IBS

T

P(T% )

1 Wir verwenderin dieserArbeit die Grothendieckschlotation: P(V*) = (V \ {0}) /C*.
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wobeig einenMorphismusf aufdasBild seinerTangentialabbildungbbildet

B:fr Tf(T]P’1|[0:1])-
Weil die Morphismenf aberbirationalsind und dasBild von f nachSatz3.1.1beiz im-
mersiertist, ist die Tangentialabbildung@’f nie Null, und g ist daheran allen Punktenvon
H, wohldefiniert.

Um zu zeigendassr,, endlichist, verwenderwir einenWiderspruchsbeeis. Wennr,,
nichtendlichwére,dannkdnnterwir einekompakteKurve H' C H,, finden,sodassr, (H')
ein einzelnerPunktv € P(T%|,) ist. NachBasiswechsehehmerwir an,dassH’ glattist
undbetrachterdasDiagramm

U —Ysx

HI
wobei U’ die Normalisierungdes Riickzugsder universellenFamilie und deshalbnach
Satzil 5.1 ein IP;-Biindeliiber H' ist. Esgibt einenSchnitto., ¢ U’, derauf denPunktz
kontrahiertwird. Die EinschrankunglesTangentialblindelauf o, liefert einenMorphis-
mus
T/ : Ny v —v=C

wobei N, ¢y dasNormalenbiindeVon o, in U’ ist, und v eine Geradein T'x|,. Welil
dasNormalenbundehichttrivial ist, mussdieseAbbildungabereineNullstellehaben Also
existierteineKurvein H', diebeiz einenicht-immersiert&Singularitatat. Daswiderspricht
aberdemSatz8.1.1undwir sindfertig. 0

3.3. Eindeutigkeit von minimalen Kurven durch zwei Punkte

In diesemAbschnittwerdenwir eine Teilantwort auf die in der Einleitungformulierte
Fragegebenjnwieweit zwei hinreichendallgemeinePunkteeineminimalerationaleKurve
eindeutigfestlegen. Wir zeigen,dassdie Eindeutigleit fir eine UiberdeckndeFamilie von
rationalenKurvenvon sehrkleinemGradgilt.

Der wesentlichePunktim Beweisist dasfolgendeKriterium von Y. Miyaoka, dasdie
Birationalitatvon ¢, mit der Existenzvon singularerKurven verbindef. DiesesKriterium
war die urspriinglicheMotivation desAutors fuir dasStudiumder Familien von singuléren
rationalenKurven.

Satz 3.3.1 (Miyaokas Existenzsatzfir singulére Kurven, [SE_'; V.3.7.5]) Wenn
tz : Uy — locus(H,) nicht birationalist, dannist H5"&:® nicht leer

Die Ideebeim BeweisdieseKriteriumsistin der Abbildung3.3.1gezeigt Wir wéhlen
einegenerischeKurve C € H, undeinenPunkty € C \ {z}. NachAnnahmegibt es
eineweitereKurve C, € H, , die savohl = als auchy enthalt. Wir betrachterjetzt die
Deformationvon C,;, die entstehtwennwir denPunkty bewvegen. Als Grenzall werden
wir einenodaleKurve erhalten.

BEWEIS. EsseiC € H, einegenerisch&urve. Wenn., nichtbirationalist, dannwird
esin 1, 1.,(C) C U, eineKurve B gebensodass.,(B) # {z} ist und so,dassB keine
Faserder Abbildung 7, : U, — H, ist. Wir fihrengegebenerdlls einenBasiswechsel

2 Wir verwenderhier die Notation:}-._3-.i die aufSeite:EI eingefihrtwurde.
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ABBILDUNG 3.3.1. ExistenzvonsingularerKurven

durchundkénnendannohneBeschrankungerAllgemeinheitannehmendassH’ := w(B)
eineglatte Kurve ist. Wir erhaltenalsoeine RegelflacheU’ Gber H' mit einer Abbildung
/' : U" — X die einenSchnitto,, C U’ aufz kontrahiert. Wir beachtendassdie Abbil-
dung.’ nachSatz3.1.] entlangdesSchnittess,, konstanterRang1 habenmuss weil alle
Faservon ' zu Kurven korrespondierendie bei z immersiertsindi. Mit anderenWorten
kdnnenwir sagendassder Schnitto, mit seinereduzierterStruktureineKomponentales
schementheoretischéfrbildes(:/) 1 (z) ist.

Wir schreibenB = o, + nF, wobei F' eine Faserder Abbildung«’ ist und“=" die
numerischédquivalenzbezeichnetWenn H € Pic(X) ein amplesGeradenbiindest, und
r die Uberlagerungsordnurdgr (endlichen)Abbildung/| 5 ist, dannist

B.(/)*(H) =r - F.(/)*(H).
DieseZahlkénnenwir auchandersausdriicken:
B.(/)*(H) = 00o-(!')*(H) +n - F.(\/)*(H).
N—
=0
Esfolgt, dassr = n ist. Also muss(¢/|g)~!(z) ein Null-dimensionalesJnterschemaon
Langen sein. Weil o, einereduzierteKomponentdm schementheoretischesrbild von

(+)~" (=) ist, kénnenwir die Langedesschementheoretisch@chnittes(t'|5) ™! () N 0o
nach[{18, V.1.4]als Schnittzahlkusdriickn:
length ((¢'|8) '(2z) N 0ss) = B.Ocw = 02 +n < n.

~—
<0

Also musseseinenPunktz € B\ o gebensodass.,(z) = z ist. Die zun'(z) € H,
gehdrend&urve C, wird danneineimmersierteSingularitéatbei z haben. (|
Die angekundigt®irationalitatsaussadelgt jetzt alseinfacheKorollar.

3 Man kann auchohneSatz;_g._:I.i.argumentiererundfeststellen,dassH;f’inng nicht-immersierteKurven

enthaltwennderRangvon'| s, aneinemPunktNull wird.
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SaTz 3.3.2(Kriterium fur die Birationalitdtvon ;). WennunterdenAnnahmer8.0.2
noch ein GeradenbiindeL € Pic(X) existiert,welchesdie Kurvenaus H mit Multiplizitat 2
schneidetdannist ., birational. Wenny € locus(H,,) alsoein allgemeinerPunktist, dann
gibt esgenaueineKurvein H, die sowohlz als auch y enthalt.

BEwEIs. Diesfolgt unmittelbarausMiyaoka’s Existenzsats.3.1fur singulareKurven
undausdemSpaltungskriteriung.1.1 O

Der Satz3.3.2wurdein derArbeit [31] auchin positiver Charakteristikbaviesen.Dann
folgt allerdingsnur, dass., generischEins-zu-Einsist, und dasBeispielll.5.2 zeigt, dass
Birationalitdtim Allgemeinenauchnicht erwartetwerdenkann. Diesist der Hauptgrund,
warumder Beweisfur die nachfolgendeCharakterisierungesprojektven Raumesn posi-

tiver Charakteristiknicht funktioniert.

3.4. Charakterisierung von P,

In der Arbeit [35] habenS. Kobayashiund T. Ochiai den projektiven Raumals die
einzigeFano-Mannigéltigkeit charakterisiertderenkanonische8iindeldurchdim X + 1
teilbar ist. DiesesErgebniswurde spaterin ([15], sieheauch[b, chap.3.1]) fiir normale
Gorenstein-¥rietaterverallgemeinertWeil die Teilbarkeit deskanonischemBiindelsbeim
Studiumvon Varietatendie vonrationalerKurveniiberdeckiverdenjm Allgemeinennicht
sichegestelltwerdenkann, ist es wiinschenswerteine Charakterisierungles projektven
Raumesu bewiesendie normaleVarietaterzuldsstundnur die Existenzeinerhinreichend
groRerFamilievonminimalenrationalerkKurvenannimmt,die kleinenGradbezliglicheines
amplenGeradenbiindelsaben. Ein erstesResultatin dieserRichtungist implizit in [42,
lem. 1.1] enthaltenIn derArbeit [29] beweisenY. KachiundE. Satoein &hnlichesResultat
fur nicht-kompakteFamilien von Kurven vom Grad 2; allerdingswird hier vorausgesetzt,
dassesfur je zwei allgemeinePunktey, z eineKurve £ € H, gibt, die z, y und z enthé:f.,
undeswird angenommerdassdie VarietatQ-faktoriell ist.

Wir wendenSatz3.1.]an,um eineCharakterisierungesprojektiven Raumesanzuge-
ben,die dieseResultatavesentlichverbessertinsbesonderwird die schwerzu Uberprifen-
de Annahmeder Q-Faktorialitatnicht benétigt.

In dem Preprint[éi_i] von K. Cho, Y. MiyaokaundN. Shepherd-Barrorst eineandere
Charakterisierungon IP,, angekiindigtdie die Schnittzahlbedingungicht benétigt,wenn
X glattist, oderwenndie Gesamthmilie H kompaktist. AuchderFall, wo H nichtkompakt
ist, wird beschriebenDer Beweisbautauf denErgebnissemieserArbeit auf.

SATz 3.4.1 (Charakterisierungon P,,). Es sei X eine normale projektive Varietat,
die Uber demKorper C der komplexen Zahlendefiniertist. Es gebeein Geradenbindel
L € Pic(X) undeineirr eduzibleKomponentdd C RatCurves™(X) mit folgendenEigen-
schaften:

(1) Wennz € X einallgemeinetPunktist, dannist H, kompaktundlocus(H;) = X.
(2) Wenn{ € H eineKurveist, danngilt L.Z € {1, 2}.

Dannist X 2 P,,.

4VergleicheMoris Bend-and-BreaId,(oroIIar:_l-.fi.'z
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Satz8.4.1 folgt ausdem Kriterium 3.3.2 fiir die Birationalitétvon ¢, und auseiner
Argumentationdie von S. Mori zumBeweisderHartshorne-Frarid-Vermutungentwiclelt
wurde.Wir folgenderDarstellungn [§€_§, V.3] undzitierenein elementarekemma.

LEMMA 3.4.2([36, V.3.7.8]). EsseiU einP;-BundeliiberP,, undesseio,, C U ein
Sdnitt. WenneseinenbirationalenMorphismus : U — X gibt, der o, aufeinenglatten
Punktz abbildetundwenndie Einschrankung

ttnow U\ 0o = X \ {2}

isomorphist, dannist X 2 P,,. O

BEWEIS VON SATZ:3.4.1. Es sei H, die Normalisierung einer Komponentedes
RaumesH, und U, die Normalisierungder entsprechendeliomponenteder universellen
Familie U,,. BetrachtedasDiagramm

le

/\

~>B(X,z) —————> X

i

T i, Aufblasungvon X
T
P, -Biindel
~ Tz
H, —=P(T%|2)

Esfolgt direktausdemBirationalitatskriteriun.3.2 dassi, birationalist.

Wir behauptendassder Morphismusi, iberdie AufblasungB(X, z) von X in z fak-
torisiert. Dazubeachterwir, dassdie Einschrankungron z,; auf eine beliebigeFaservon
7, nachSatz8.1.] eine Einbettungist, weil die Bildkurve glatt ist. Dasschementheoreti-
scheUrbild oo, = 7, '(x) ist deshalbein reduzierterCartierDivisor und die Existenzder
Faktorisierungvia i, folgt ausderuniversellerEigenschaftler Aufblasung]ig, 11.7.14].

Um jetzt zu zeigen,dassr, ein Isomorphismusind H,, = P(T%|,) ist, werdenwir 7,
durchi, ausdriickn. Dazubeachtemwir, dasso, ein Schnittunddassf;|s, : 000 — H,
ein Isomorphismusst. Wir identifizierenden exzeptionellenDivisor E ¢ B(X,z) mit
P(T%|;) und kénnenalso schreibenr, = i, o (74|, )~*. Da nach Zariskis Haupt-
satzalle Fasernder birationaleAbbildung ¢,, zusammenh&ngersind, und die Abbildung
Tz = by 0 (F2]oy, )~ aberendlichist, ist 7, selbstbirational. Dannist 7, abereinebira-
tionaleendlicheAbbildungzwischemormalenrRaumerunddeshalb- wiedernachZariskis
Hauptsatz- isomorph.Also ist H, = P,,.

Als néchstesverdenwir zeigen,dassdie Einschrankung

Lalg,\or t Us \ 00 = X \ {2}

isomorphist. Dazumiisserwir lediglichzeigendasseskeineKurve C C U, \ 0o Qibt, die
vonz, aufeinenPunkty € X kontrahiertwird. WenneseinesolcheKurve gébe dannwére
C kompaktund disjunktzu o,. Wir erhieltenalso eine positiv-dimensionalé=amilie von
rationalenKurvenin X, die sovohl z alsauchy enthielten.Dieswidersprache@berMoris
Bend-and-Breakiorollard 4.2 L

In dieserSituationliefert dasLemmag.4.2die Behauptung. O
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ABBILDUNG 3.5.1. Geradernim P, mit Zz-Wirkung

3.5. Optimalitat der Resultate

Wir werdenjetzt ein Beispielangebepdaszeigt, dassdie ErgebnissaliesesKapitels
scharfsind. DasBeispielist demPreprint[:_ZE_i] entnommen.

BEISPIEL 3.5.1 Wir lasserdie GruppeZs derdritten Einheitswurzelrdurch
(3.5.1) E:fuzv:iw]—[u:é-v: €

aufP, wirkenundbetrachterdenQuotienteny : P, — X = Py /Z3.
Eine direkte Rechnungzeigt, dassesin Bezugauf die Abbildung « drei Sortenvon
Geraderin P, gibt.

Koordinatenachsen: Die Einschréankungler Abbildung~ aufeinederKoordinaten-
achser?,, = {u = 0}, £, = {v = 0} und?4,, = {w = 0} isteine3:1verzweigte
Uberlagerung.

Geradendurch Fixpunkt: EineGeradel C P, durcheinenderdreiZs-Fixpunkte,
diekeineKoordinatenachsst, wird von+ birationalaufeineKurve mit kuspidaler
Singularitatabgebildet.

andere Geraden: Alle GeradendiekeinenderdreiFixpunkteenthaltenywerdervon
~ birationalauf eineKurve mit nodalerSingularitédtabgebildet.Um dieseinzuse-
hen,betrachtemir eineGerade’ wie in Abbildungd.5.1 Wenn/ keinenFixpunkt
enthalt,schneidersichdie Gerader? und¢ - £ in genaveinemPunkty = £N¢ - £.
Wennwir z := ¢! - y schreibenist esklar, dassy(z) = v(y) ist, unddassr und
y die einzigenPunkteauf/ sind,die durch~ identifiziertwerden.

Weil die Einschréankungon « auf eine Geradef stetsbirationalist, wenn/ keineder
Koordinatenachsest, erhalterwir eineFamilie H C RatCurves™(X) vonsingularerKur-
ven,die alsBild von Geraderin P, auftretendie keineKoordinatenachsesind.

Dimensionsabschatzung Die Familie H zeigt, dassdie Dimensionsgrenzeles Sat-
zesB.1.1 schonfiir normale Varietatentatsachlichangenommerwird. Weil der Divisor
3 - ¢, € Div(P;) derRickzugeinesCartierDivisorsist, zeigtdasBeispielauch,dassdie
SchnittzahlbedingundesSatzes3.1.1(2) nicht abgeschwéchwerdenkann.

Singularitat von H,. Wir identifizierendenRaumder Geraderin P, mit demdualen
P} und beachtendassdie induzierteZs-Wirkung auf P3 wiederwie in (8.5.1) geschrieben
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werdenkann. Die Familie H kanndannals Zz-QuotientH = (P5 \ {4y, %y, 4w})/Z3 ge-
schrieberwerden.Wennein allgemeinePunktz € P, gegebenist, dannist die Mengeder
Geradendie z enthalt,eineallgemeineGeraddm dualenRaumP;. DasBild dieserGerade
im Quotientenraund? wird danneinenodaleKurve sein. Die Unterfamilie H,,,) ist also,
wie in Korollar 8.1.2vorhegesagtselbstichtnormal.

In der Abbildung3.5.1sind esdie Kurven£ und¢2 - ¢ € H,, die von v identifiziert
werden.

Kurven durch zwei Punkte. Wennz undz,y € P, hinreichendallgemeinePunkte
sind, danngibt eseine Geradel, , C P, die z undy enthalt,und eine weitere Gerade
L3¢y, diex und€ - y enthélt. DieseGeraderwerdennicht gleichsein,und auchdie Bilder
Y(£z,y) undy(¢z ¢.y) Sindnicht gleich. Esgibtin H dahermindestengwei Geradengdie
sowohl '):(_w) alsauchy(y) = v(£ - y) enthalten.Daszeigt, dassdie Schnittzahlbedingung
ausSatz3.3.2nichtabgeschwéchiverdenkann.

Charakterisierung des projektiven Raumes. Die Beispielamile H erfullt alle Vor-
aussetzungedesSatzes3.4.1 bis auf die ExistenzeinesGeradenbiindelsjasdie Kurven
mit Multiplizitéat zwei odereinsschneidetDeshalbkannauchdieseBedingungnicht abge-

schwéchtverden.






KAPITEL 4

Familien von singularen ebenenK ubiken

Um die singularerrationalenKurven zu studierendie einealgebraisch&arietatiber
declen habenwir im Kapitel? ein Spaltungskriteriuniur Familienvon singularenkurven
entwiclelt. Dazuhabenwir im Abschnitt2.3 eine partielle Auflésungder Singularitaten
konstruiert,die die Familie von — moglicherweisesehrsingularen- rationalenKurven in
einebessethandhabbaré&amilie von singularenebenerKubiken verwandelt. Das Haupt-
argumentbeim Beweis desSpaltungskriteriuntief danndaraufhinauszu zeigen,dassder
TotalraumdiesesBiindelsin bestimmterSituationemicht projektiv seinkann. Aus diesem
Grundist die FragenacheinerendgultigenCharakterisierungler projektiven Biindelund
dasStudiumderModuli solcherBlindelvon InteresseDie LosungdesCharakterisierungs-
problemsist dasThemadieseKapitels.

Wir betrachteralso (singuléare)VarietatenX, die einenMorphismusr : X — C auf
eineglattealgebraisch&urve besitzenso dassalle Fasernisomorphzu integralenund sin-
gularenebenerKubikensind. Obwohl C in dieserSituationimmermit offenenMengenU,,
Uberdeckiverdenkann,sodassX,, := m~*(U,) mit einerFamilie vonkubischerKurvenin
Py x U, identifiziertist, kannX im Allgemeinennichtin einPy-BlindellberC eingebettet
werdenundistim Allgemeinenauchnicht projekti.

Eswird sich zeigen,dassdie Menge P der projektiven Biindelwederoffen nochab-
geschlossein der Mengealler Biindelvon ebenerKubiken ist und dassdie irreduziblen
Komponentervon P Untenarietatenvon hoherKodimensionsind. Eine praziseAussage
findetsichin derBemerkungd.2.5weiterunten.

4.1. Regelflachenund elementale Transformationen

Bevor wir im Abschnitt4.2 die Ergebnissalieseskapitelszusammergssenist essinn-
voll einige elementard-aktentiberden Normalisierungsmorphismusnd tGber elementare
TransformationerzwischenminimalenRegelflacherzusammenzustellen.

4.1.1. Regelflachen.Als erstenSchritt in der Reduktiondes Charakterisierungspro-
blemsbeobachtemir, dassdie folgendenDatenaquivalentsind.

(1) EinBundelX vonsingularerebenerkubikenubereinerglattenKurve C.
(2) EineRegelflacheX UberC undein Doppelschnitt € X.

Der ZusammenhangwischendiesenDatenbeschreibsich wie folgt: Wennein Biindel X

vonsingulérerebenerk ubikengegeberist, wisserwir nachSatzil.5.], dassdie Normalisie-
rung X einP; -BiindeliiberC seinwird. Dasschementheoretischérbild des(reduzierten)
Ortesder Singularitaterwird dannein Doppelschnitisein. Auf derandererSeitenkénnen
wir, wenn# : X — C ein P;-Biindel mit Doppelschnitts ist, dasfolgendeDiagramm

35
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~ Y
_ >
X Identifizierung X
7 \ / T

P+ -Bundel Biindelvon singuléren
ebenerKubiken

konstruieren.

UbereinertrivialisierenderoffenenMengelU,, c C istderldentifizierungsmorphismus
Yo = 7|uv. lokal wie die Abbildung e ausAbschnitt2.3 (Seitell8) gegeben.Eine elemen-
tare Rechnungdie wir dem Leseruberlassenzeigt, dassdie lokalen Morphismen~y,, zu
einemglobalenMorphismusverkleben Wie im Abschnitt:_z'._f}[st fur einenPunkty € C mit
FaserX, := = '(p) die FaserX, nodal,wenng die FaserX, := 7 '(u) in zwei unter
schiedlicherPunkteschneidet.Die FaserX , ist kuspidal,wenng N X,L ein Doppelpunkt
ist.

Wir bemerlen, dassdie Verklehungsmorphismeim Allgemeinennicht von Automor
phismerdesP, kommen.AusdiesemGrundkannX im Allgemeinemichtin einP»-Blindel
UberC eingebettetverden.

4.1.2. Elementare Transformationen. DaswesentlichéVerkzeugbeiderDiskussion
von Regelflacherwird die “elementarelransformation’sein,die einebirationaleAbbildung
zwischenRegelflacherist. Wir verweiserauf[18, V.5.7.1]fiir die Definition derelementa-
ren Transformatiorundftir die zugehdrigeTerminologie.

Wennr : Y — C eineRegelflachestund(o;, D;)i=1..., €ineSammlungson Schnitten
o; C Y undeffektivenDivisorenD; € Div(C), sodassdie Tréger|D;| paarweisalisjunkt
sind,kénnenwir induktiv wie folgt einebirationaleAbbildung

elt(UhDi)i=1...n 1Y > ?

zwischerRegelflacherdefinieren:Wahleeinenindex 7, wahleeinenabgeschlossendtunkt
p € |D;| undfuhreeineelementardransformatiommit Zentrumsr —! (1) No; durch.Ersetze
die o; durchihre striktenTransformiertenersetzedie D; mit D; — 6;;1 (hierbezeichned;;
dasKronecler-Symbol)undfahrefort, bis alle D; gleich Null sind. Esfolgt direkt ausder
Konstruktionderelementareffransformationgdassdie Zielvarietaty unddie resultierende
birationaleAbbildungunabhéngigondendiversenWahlensind,die esbeiderKonstruktion
gah

DaslInverseeinerelementareffransformatiorkannwiederalselementardransforma-
tion geschriebemwerden. Das folgendeLemmazeigt, wie die inverseTransformationin
unseremNotationgeschriebemverdenkann. Der Beweisist elementaundwird deshalkhier
ausgelasserDie Abbildung4.1.1zeigtdasErgebnisdesLemmasin einereinfachenSitua-
tion.

LEMMA 4.1.1(Gestaltder inversenTransformation) Essein : Y — C eineRegel-
flache esseien(o;)i=1...» Snitteund D; € Div(C) effektive Divisoren mit disjunktem
Trager. Wir nehmeran, dassfur jedenindex ¢ undjedenPunkty € |D;| ein eindeutigr
Index j existiert, sodassw(D; N D;) # p ist. Man betrachte die birationale Abbildung
elt(o;,Di)ies . 0 Y - Y. Wenng; C Y die striktenTransformierterder o; bezeitinen,
undwennwir

D;:= Z mult, (D;) - p
J#i, p€|Dj\n(0:No;)
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C_ o
D»

ABBILDUNG 4.1.1. Zueinandeinverseelementardransformationen

setzendannist die inverse Transformatiorgegebenals

1 - ~
elt(Ui,Di)i=1...n - elt(&ini)i=1...n :

O

4.1.3. Projektivitat und Basiswechsel.Um technischeSchwierigleitenbei der Cha-
rakterisierungvon projektiven Biindeln zu vermeidenwerdenwir héaufig Basiswechsel
durchfihren. Dabeiist eswichtig, dassein Bluindel durch dieseOperationnicht projekti
werdenkann.

LEMMA 4.1.2 Essein : X — C einBindelvonsingulaenebenerKubikenundessei
~ : C" — C einendlicher MorphismuswisthenglattenKurven.Dannist X’ := X x¢ C’
genaudannprojektiy wennX projektivist.

BeEwEIS. Esistklar, dassX’ projekti ist, wennX projektv ist undesbleibt nur noch
die andereRichtungzu betrachten Wir nehmenalsoan, dassX’ projekti ist undwerden
zeigen,dassdies die Projektvitat von X impliziert. Essei f : X' — X dernatirliche
Projektionsmorphismus.

Daalle Fasernvon w generischreduziertsind, folgt aus[:_ié_i, Ex. 111.10.2], dassdersin-
gulareOrt Xg;n, keiner-Fasernenthalt. Wir konnenalsoimmer einenreduziertenijrredu-
ziblenundsehramplenCartierDivisor H C X' finden,sodassf(H) denVerzweigungsort
von f nurin glattenPunktenvon X schneidet- beachtedassder Verzweigungsorvon f
endlicheviele m-Fasernsind. Der Beweis ist beendetwennwir zeigen,dassf(H) Cartier
ist.

Es folgt aberdirekt ausder Konstruktiondassf(H) Cartierin einer Umgelung des
Verzweigungsorteson f Cartierist. Wenn X, auf der anderenSeiteirgendeineandere
Faserist, dannfindenwir eine(analytischemgetungU von X,,, sodassf ~*(U) in k Zu-
sammenhangsknponente/ (1) . .. U*) zerfallt, sodassfir alle Indicesi die Abbildung
floe : U® — U isomorphist. In dieserSituationist klar, dass

fH o= Y, fHAUY)
i=1...k
ist, wobeijederSummandCartierist. DasLemmafolgt. O
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4.2. Charakterisierung von projektiven Bundeln

In diesemAbschnittwerdenwir die HauptegebnissejesKapitels:_4 zusammerdssen.
Die Beweiseder AussagerwerdenabererstnachAbschnitt4.3 gebrachtweil wir dort erst
den Begriff desoskulierenderOrteseinfiihrenund eine Reihevon grundlegendenEigen-
schafterbeweisen.

4.2.1. Bundel von kuspidalen Kurven. Fur Bundelvon kuspidalerKurvenist esbe-
sondersinfach,die projektvenBiindelzu charakterisieren.

SATZ 4.2.1 EsseiC eineglatte Kurveund X — C ein Blndelvonkuspidalerebenen
Kubiken.Wennn : X — X dieNormalisierungbezeitinet,dannist X genaudannprojektiyv
wenneseinenSdnitt 6., C X gibt, der disjunktzumUrbild dessinguléen Ortesvon X
ist: oo N1 (Xging) = 0.

Der Beweiswird in Abschnitt4.4 erbracht.

4.2.2. Bundel von Kubiken mit nodalen Fasemn. In diesemAbschnittsei C' durch-
gangigeineglatteKurve und# : X — C ein Bundelvon singuldrenebenerKubiken, so
dassnicht alle Fasernkuspidalsind. Esfolgt dannausder Deformationstheoriegdassalle
bis auf endlichviele Fasernnodalsind. Wennn : X — X wiederdie Normalisierungbe-
zeichnetdannist X einP; -BiindeliiberC undn ! (Xsing) ist einreduzierteDoppelschnitt
UberC. Nachdemwir — falls nétig — einenBasiswechseflurchfiihren kénnenwir anneh-
men, dassder Doppelschnitt; ! (Xsing) in zwei Schnittezerfallt, olligz_v!ir mit & UNd 6
bezeichnenWir erinnernunsin diesemZusammenhangnLemma4.1.2 die Projektvitét
von Bundelnist stabilunterBasiswechsel.

DasfolgendeLemmagibt eineerste hotwendigeBedingungdafiir, dassX projekti ist.

_ LEMMA 4.2.2 Wenn X projektivist, dannsind 6y und 5., als Cartier-Divisoren auf
X numerist Aquivalent.

BeEwels. Wenn X projekti ist, dannist der Rangder Picard-GruppePic(X) gleich
zwei, und der Quotient Pic(X)/n*(Pic(X)) ist Torsion. Also sind die Divisoren &,
und 6., numerischaquivalent, wennfur alle GeradenbindeH € n*(Pic(X)) gilt, dass
H.6y = H.G ist. Dasaberist klar, weil die Einschrénkungem|s, und n|s_, jeweils
birationalaufdasBild sindundweil (Gy) = 7(60) ist. O

Die Bedingungvon Lemmad.2.2 ist aber nicht hinreichend. Die Formulierungder
vollstandigenBedingungwird einfacher wennwir die folgendeKonstruktionbetrachten,
diein der Abbildung#4.2.]1gezeigtist.

Weil X einP;-BiindellberC ist, kénnenwir nacheinemweiterenBasiswechsen-
nehmendasss, und &, linear aquivalentsind. Wir betrachterdasfolgendeDiagramm.

(4.2.1)
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ABBILDUNG 4.2.1. Konstruktionvon Blindeln

wobei
Dy := Z mult, (69 N6 ) - T(p)
PEGONT oo

undmult, (50 N &) dielokaleSchnittmultiplizitatist. Die Abbildungelt ; 5, ) istalsodie
minimaleFolgevon elementarefransformationersodassdie striktenTransformierter,
0s VON &g UNd G, disjunktwerden— beachtedazu,dassesunmittelbarausder Konstruk-
tion derelementarefransformationeifolgt, dassdie Schnittzahider striktenTransformier
tenvon &y und &, mit jeder Transformationn der Folge elt(&o’ﬁo) um genaul sinkt bis
schlieRlichdie O erreichtist.

Wir beachtendassmit 6, undé, auchoy undo, linearaquvalentsind,und dassX
deshaldsomorphzumtrivialenBindelP; x C ist. Die zu elt(ao,ﬁo) inverseAbbildungist
wie folgt beschrieben.

SATZ 4.2.3 Es gibt effektive Divisoren D; € Div(C) und disjunkte Scnitte
(04)i=1..n C P x C, die Fasernder ProjektionP; x C' — P, sind,sodass

71 _
elt(ao,Do) - elt(aiaDi)i=1...n

ist.

DieseBeschreibnngermdglichtesunsschlie3lich hotwendigaundhinreichenddedin-
gungenfir die Projektivitéat von X zu formulieren. Wir charakterisiereulie Divisoreng;,
die von projektiven Biindelnkommen.

SaTz 4.2.4 Es sei C eine glatte Kurve n € N eine positive ganze Zabhl,
(D;)i=1..n € Div(C) beliebige disjunkteund effektive Divisoren und g, (0;)i=1..., Und
0 beliebige (unteschiedliche) Fasernder Projektionsabbildund®; x C — P;. Konstru-
iere ein BundelvonsingulédenebenerKubikenwie folgt:

elt(o;,0;)iz1...n ~ Y(80:500)

422 P, x O — — ciliki ston o MGode)
( ) ! ¢ elementae X Identifikation X
Projektion| 72 Transformationen = W Bundelvonsmgulaen
ebenerKubiken
C C C
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wobeiv(s, 5..) die Identifikationsabbildungst, dieim Absdnitt4.1.1bestiriebenwurde
In dieserSituationist dasBuindelX genaudannprojektiy wenneseineKoordinateauf
P, gibt, sodass
oo = {[0:1]}xC
0o = {[1:0} xC und
o = {l&:1}xC
sind,wobeidie ¢; Einheitswurzelrsind.

Die Konstruktion (4.2.3 ist natiirlich das Inverse der Transformation,die im Dia-
gramm(4.2.7) damgestelltist.

BEMERKUNG 4.2.5 Wennwir die Basiskure C undeineZahln fixieren,dannliefert
die KonstruktionausTheoren#.2.4eineAbbildung

: n-Tupel(D;, 0:)i=1...n Isomorphieklassemon
™9 von Divisorenund Schnitten Biindelnvon ebenerKubiken [ -

Wenndie Kurve C nur eineendlicheAutomorphismengruppleat,dannwird die Abbildung
m endlich-zu-einsein. In diesemSinnekdnnenwir sagendassdie Menge P von projek-
tiven Bindelnwederoffen nochabgeschlosseim der Menge M aller Biindelvon ebenen
Kubikenist. Dariiberhinausist jedeirreduzibleKomponenteP? c P eineUntenarietat
einerkomponenteV/® c M undesgilt:

1
dim P° = 3 dim M°.

4.3. OskulierendeOrte

In diesemAbschnittwerdenwir die spezielleGeometrievon projektiven Biindelnvon
singularenebenenKubiken untersuchen.Die Resultatewerdenspéterin den Abschnit-
ten4.4-4.6 verwendetum die HauptresultatelesKapitels zu zeigen. In diesemAbschnitt
nehmenwir stetsan,dassr : X — C ein projektivesBuindelvon singularenebenerkKubi-
kenubereinerglattenKurveist, unddassL € Pic(X) einrelativ amplesGeradenbiindést.
Wie vorherbezeichnemir die Normalisierungmit : X — X.

4.3.1. Der Ort der L-oskulierenden Punkte. Wir kénnenwie die L-oskulierenden
Punkteauf denFasernverwendenum einenglobalen(Multi-)Schnitt& ¢ X zu definieren.
Die detaillierteUntersuchungon & wird denKernderspatererArgumentatiorliefern. Zu-
nachstist esaberwichtig zu beachtendassdie relative Picard-Gruppén unsererSituation
teilbarist.

ProPOSITION 4.3.1(Teilbarkeit derrelativen Picard-Gruppe) Wir bezeitinendenre-
lativen Grad desGeradenbiindeld, mit k; k seialsodie Scnittzahlvon L mit einer Faser
vonz. Wir wahleneinenPunktu € C, eineEinheitskeisshieibeA C C, dieumy zentriert
seiund setzenXa := 7~!(A). Nachdemwir A gegebenenfallsverkleinern,gibt esein
GeradenbiindeL’ € Pic(Xa), sodasskL’ = L|x, ist.

BEwEIS. Als erstenSchrittwerdenwir beveisen,dassH?(Xa,Z) = Z ist. Um dies
einzusehererinnernwir daran,dassdie Deformationstheorigeigt, dass— nachdermwir A
gegebenerdlis verkleinern— X A vonderForm

Xa = {(z,[yo : 1 : v2]) € A X Pa|yayi — g — f(@)ygy2}
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ist, wobei f eineFunktionf € O(A) ist. Wennwir dennicht-normalerOrt mit N C Xa

und dasUrbild mit N := n~'(N) bezeichnendannist N = A x {[0 : 0 : 1]} isomorph
zu einerEinheitskreisscheiband IV ist entwedereine Einheitskreisscheibeder N ist die

Vereinigungvonirreduziblenkomponentendie je isomorphzu A sindundsichgemeinsam
in einemeinzigenPunktschneiden.In dieserSituationverwenderwir die MayerVietoris

Sequeniir die reduzierteKohomologieunderhalten

... = HY(N,Z) — H*(Xa,Z) - HY(XA,Z)® H*(N,Z) — ...
N—— ——— N——

=0 -7 =0

Wir verweiserauf[:_z, prop.3.A.7,p. 98] fur einendhereBeschreibingdieserSequenz.
Jetztwahlenwir einenSchnitts C XA der vollstandigim glattenOrt enthaltenist.

Nachdemwir A wiederverkleinern,wird diesin jedemFall mdglich sein. Betrachtedie

Exponentialsequenz

L HY(XA,0) —% HY(Xa,0%) —2— HX(XA,2) — ...
——
=7
DasElementh := (L|x, — O(k - s)) erflllt die Bedingungs(h) = 0 undist deshalb
in Pic’(Xa) = Image(a) enthalten. Essei b’ € a~'(h) ein Punktim Urbild. Weil
H'(Xa,O) ein C-Vektorraumist, konnenwir ein Elementh” € H'(Xa, ) finden,so
dassh’ = k - A" ist. Wir kbnnendenBeweisalsobeendenndemwir L' := a(h") ® O(s)
setzen. ]

S. Helmke hat daraufhingewiesen,dassman die Proposition4,3.] auchzeigenkann,
indemmandasBlndel X in ein Bundelvon kuspidalenKurven deformiertwo die Be-
hauptungdanntrivial ist.

Die Teilbarlkeit von L hatzur Folge, dasswir lokal immereineKomponentalesosku-
lierendenOrtesfindenkdnnen die ganzim glattenTeil Xge, C X enthalterist.

KOROLLAR 4.3.2 Fixiere einenPunkty € C. WennA C C einehinreichendkleine
Einheitskeissdieibeumy ist, dannexistiertein L-oskulieenderScnitt of C X, derganz
im glattenOrt von X liegt. Genauergesayt, existiert ein Sdinitt 7 C XA reg, SOdass
fur alle Punktep, € A undFasernX,, := =~ 1(x) der Scnitt o; N X, ein L-oskulieender
Punktder FaserX,, ist.

BEWEIS. Essei L’ € Pic(Xa) ein Geradenbiindebo dasskL’ = L ist; die Exis-
tenzvon L' wird von Propositiord.3.1garantiert. Man beachtegdassdie direkte Bildgarbe
RO, (L") lokal frei vomRangl ist. Deshalbgibt es,nachdenwir A gegebenerdlisverklei-
nern,einenSchnitts € H%( X, L), desserEinschrankunguf einebeliebigeFaservon =
nichtidentischverschwindetWeil derrelative Gradvon L’ aberl ist, ist die Einschrankung
von s auf eineFaserein Schnitt,der an genaueinemglattenPunktder Faserverschwindet.
DieserPunktist L-oskulierend.Also enthéltder Divisor o1 € |L'|x, |, derzudemSchnitt
s gehdrt,ausschlieRlictylatte L-oskulierenddPunkteund wird von  bijektiv auf die Basis
abgebildet. O

4.3.2. Der oskulierendeOrt in der Umgehung einer nodalenKurve. In diesemAb-
schnittsei C° ¢ C die maximaleMenge, so dassalle 7-Faserniiber C° nodaleebene
Kubiken sind. Wir nehmenzusatzlichan, dassC? nicht leer ist, dassalso nodaleFasern
existieren.
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C

ABBILDUNG 4.3.1. Deroskulierendertin derNaheeinerkuspidalerKurve

DasKorollar4.3.2gibt bereitseinevollstandigeBeschreibingdesL-oskulierenderOr-
tesin derNé&heeinernodalenFaser

LEMMA 4.3.3 Wennk der Grad der Einsdirdankungvon L auf einer-Faserist, dann
gibt es einenk-fachen reduziertenMultischnitt o’ C Xg., C X° := 7~1(C"), sodass

dessertinsdrankungaufjedeFasero’ N X, genaudie L-oskulieendenPunkteder Faser
sind.

BEWEIS. Esseip € C?irgendeinPunktundA c C° einekleineEinheitskreisscheibe,
die um p herumzentriertist. DasUrbild X, := 7—'(A) C X wird dannisomorphzu
C1 x A sein,wobei(C; die nodaleKubik bezelchnetWeltersela1 C XA Reg €inerderL-
oskulierenderSchnitte desserExistenzdurchKorollar 4,3.2 garantiertwird. Wahleeinen
A-Isomorphismus : A x C* — XA Reg SOdasso’ = (A x {1}) ist. Wendedann

Lemmaz .1.3an,um zu sehendasss’ wie folgt anggebenwerdenkann

o' = {ua x{&})| & =1}.
Die BehauptunglesLemmasfolgt. O

DEFINITION 4.3.4 Esseig C X derAbschlussvony~'(¢’). Wir nennerdie irredu-
ziblenKomponenter{g;);=1.., C & die“ L-oskulierenderfMulti-)Schnitte”.

4.3.3. Der oskulierendeOrt in der Umgehung einer kuspidalen Kurve. Als nachs-
ten Schritt gebenwir Koordinatenauf Xo := 7 '(A) an, mit denensich die L-
oskulierenderschnittesogar dannexplizit schreiberdassenwenn X A einekuspidaleFaser
enthélt.Die Abbildungd.3.1zeigtdasErgebnisin einemeinfachenFall mit m = 1.

PropPoOsSITION 4.3.5 Wr nehmeran, dassdasUrbild nfl(XSing) zweiunterschiedli-
cheSdnittego undé ., enthalt.Wennein Punktp € 69N & gegebenist, dannexistierteine
Einheitskeissthieibe A ¢ C um#(p) sodassi~!(A) N & in k irreduzibleKomponenten
&, zerfallt, die jeweils Scnitte Uber A sind. Desweiteen existiert ein eindeutigbestimmter
Index1 < j < k sodassp ¢ §; ist. Alle andeenKomponenteid,, 6, mita, b € {0, j, o0}
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enthaltenp. Wennm = mult, (8¢, 5 ) die lokale Schnittmultiplizitdtvon ¢ undé., beip
bezeitinet,danngilt noch

multy(5a,8s) = multy(Ga, o) = multy(da, o) = M.

BEwEIS. WahleeineEinheitskreisscheibA ¢ C dieumy := 7 (p) zentriertist und
statteA mit einerKoordinatez aus. Die FaserX,, := m !(u) ist einekuspidaleKurve.
Nachdenwir A gegebenerdllsverkleinernkénnenwir annehmerdassu dereinzigePunkt
in A ist, desserurbild einekuspidaleKurveist. NachKorollard.3.2konnenwir einenindex
j finden,sodassp ¢ &; ist. Deshalbkonnenwir BundeIIoordmatenaquA A x Py
finden,sodasswir schreiberkénnen

5o = {(y1:y2],2) €Py x A|y, = 2™y}
Fo = {(y1:92],z) €P1 x Alyy = —z™y2}
;i = {(lvy1:92],z) € Py x Ay, =0}

Wennv € A, v # u irgendeinPunktist, dannparametrisiertlie Abbildung o ¢,, mit

L C - 77 1(x)
t = [pmE+1):(1-1)]

denglattenOrt von 7~ (). Wir wenden_emma.1.3mit . = 7 o ., anundschreiben

N7 HA) = {(ly1 : y2l,2) €P1 x Ay (€ — 1) =a™p(E + 1), €* =1}
Die Behauptundolgt. O

4.4. Beweisvon Satz4.2.1

Der Satz4.2.1ist einedirekte KonsequenausKorollar4.3.2 Wir nehmeran, dassX
projekti ist. Wennjetzt alle Fasernvon 7 kuspidalsind, danndefiniertdie Einschrankung
von L auf einer-FasereineneindeutigeroskulierenderPunkt, und der lokale Schnitto?,
desserExistenzin Korollar 4.3.2 gezeigtwurde setztsich zu einemglobalenSchnitt 5.,
fort, dervollstandigim glattenOrt von X enthalterist.

Wennauf der anderenSeiteein Schnitté., gegebenist, dannist n(6,) Cartierund
relatv ample.DasBiindel X wird alsoprojektiv sein.

4.5. Beweisvon Satz4.2.3

2.3folgt unmittelbarausder Propositiord

d.3.5dass

In der Situationvom Satz4.
§.60=0.600 = (k—1)50.c0

ist. Eine elementardRechnungzeigt, dassdie Schnittzahlzwischenden strikten Transfor
miertenvon & und g, bei jederelementareransformatiorin der Sequenzlt ; 5 ) um
(k—1) falit.

Wennalsos ¢ X = P; x C diestrikte Transformatiorvon & bezeichnetdannerhalten
wir alsdirekteKonsequenzijasso, oy undo,, paarweisealisjunktsind. Esfolgt, dasso in
irreduzibleKomponenterio;);=1.. x zerféllt,diejeweils FaserrderProjektionP; x C — Py
sind. Daswiederumbedeutetdassder L-oskulierendéMultischnitt & in k irreduzibleKom-
ponentereerfallt, die SchnittetiberC sind.
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Unter dieserVoraussetzungeknnenwir dasLemmad.1.1uberdie Gestaltderinver-
senAbbiIdungaufelt(ao’ﬁo) anwendenGenauegesagizeigtdasLemma,dass

—1
elt(&o,Do) = elt(aiiDi)i:L..n

ist, wobei
D; = > multy(6oNéeo) - 7 ().
PEGONG oo, i FP
DamitendetderBeweisvon Satz4.2.3

4.6. Beweisvon Satz4,2.4

4.6.1. Hinr eichendheit. Wir beginnendenBeweis,indemwir annehmendasso; und
D; wie in Satz4.2.4gegebensind, undindemwir annehmengasseine Koordinateauf P,
existiert, so dassdie o; den Einheitswurzelnentsprechen.Wir werdenunter diesenAn-
nahmerzeigen,dassdie Varietat X projektv ist. Genaueilgesagfixierenwir einenindex
1 < ¢ < n undbezeichnerdie strikte Transformiertevon o; mit 5;. Wir werdenzeigen,
dassdasBild o; := v(5,,5..)(6:) C X einQ-CartierDivisor ist. Also wird ein geeignetes
Vielfachesrom ¢ einrelatv amplesGeradenbiinderzeugenundder Beweisist beendet.

Wenndie KonstruktionausSatz4.2.4nur drei Schnittesy, o undo, involviert, dann
ist esklar, dassdie strikte Transformiertes; C X von o disjunktzu denstriktenTransfor
mierteng, undé, ist. Also schneidedasBild ¢} densingulérenOrt Xg;,, von X nicht
undist daherCartier

Wennin der Konstruktionmehr als drei Schnitteverwendetwerdenund o} nicht zu-
falligerweisebereitsCartierist, dannwird die Argumentatiorkomplizierter Esseiy € C
ein beliebigerPunkt, so dasse; densingularenOrt Xg;,, Uber p trifft. NachKonstrukti-
on existiert dannein eindeutigerindex j, sodassy € |D;| ist. Esfolgt, dassdie strikte
Transformiertes; vono; tberp wedergy noché., schneidet:

7?(5’0,5']') ;lll und ’71'(5'00,5'3) ;/J,.
Wir kdnnenalsoeinegeeigneteEinheitskreisscheibA C C finden,die um p zentriertist,

undwir kdnnenKoordinatenz um A und Bindelloordinaten(y, : y:] finden,so dasswir
wie im Beweisder Propositiord.3.5schreiberkénnen

5-0 = {([yl :y2]7$) GIP)I XA|y0:$my1}
&m = {([yl : y2],$) S ]P)l x A | Yo = _$my1}
&-7 = {([yl : y2],$) S ]Pl X A | Yo = 0}

Eine elementareRechnungunter VerwendungdesLemmas2.1.3und der Annahme,dass
Koordinaterauf P; existieren,sodasso; undo; vonderForm {Einheitswurze} x C sind,
zeigt,dass

Gi = {([yl ty2],w) € P x Afyo = —E%wmyl}
= {(ly:9e]i2) €PLx Al go(€ — 1) + 2™y (E+1) =0}

ist, wobei¢ einenicht-triviale Einheitswurzeist. Wir fixiereneineZahl k, sodasst® = 1
ist. Wir werdenzeigen,dasso}| x, eink-CartierDivisorist. Wir erinnerndazuandenAb-
schnitt4.1.1, wo die Identifikationsabbildungs, 5. ) konstruiertwurde,die sichin lokalen
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Koordinaterals
a: AxC — A x C?
(@,%0) = (05—, vo(yg — 2*™))

schreibenlasst. Insbesondereist das Bild von ya isomorph zu Spec R, wobei
v%(R) C Cl[z,yo] der Unterringist, der von den KonstanterC, von z, von 2 und von
demideal (y3 — z*>™) erzeugtwird. Wir verweisenauf [18, defn.auf S. 72] fur die No-
tation 'yﬁ. Um alsozu zeigen,dassy(s,,s..)(71) k-Cartierist, gentigtes, zu zeigen,dass
f(x,y0,1)* € 4% (R) ist. Dazuzerlegenwir f* wie folgt.

F@uo )F = (@™ = yo) + (@™ + yo)elt

Z ( ) — o) (z™ + yo)*rEF

@yl 1 (@™ — o) + (@™ — 40) @™ + o) (Res)
A e oy

e +(z™ — 30)(2™ + o) (Res)
S (’“) 2 E=yi — (42 — ™)(Res)

1=0...k, i gerade

I

=:B

-~

=:A
Esistklar, dasgederSummand/on A4 in fyf(R) enthalterist, weil yo nurmit geradzahligen
Exponentervorkommt. Analoggilt B € 'yf(R), weil B im Ideal (y2 — z?™) enthalterist.
Esfolgt, dassf* € 7ﬁ(R) ist, undderBeweisist beendet.

4.6.2. Notwendigkeit. Esbleibtzuzeigendasglie BedingungerlesSatzest.2.4auch
notwendigsind. Dafir nehmerwir an,dassX projektv ist. Der Beweiswird dannbeendet
sein, wennwir zeigen,dassdieseAnnahmedie Existenzeiner Koordinateauf P; impli-
ziert, so dassoy, oo UNdo; fur gewisseEinheitswurzelrg; zu [0 : 1], [1 : 0] und [§; 1]
korrespondieren.

Um dies zu erreichen,wéhlen wir einen allgemeinenPunkt . € C. Die Faser
X, = n~1(C) wird danneinenodaleKurve sein.NachdemSatzvon Riemann- -Roctexis-
tiert ein Punktp € X, sodassOx, (kp) = L|x, (kp) ist. Esfolgt direktausLemma2.1.3
dass

(1) wir Koordinaterauf X,, = n~'(X,,) wahlenkénnen,sodassso N X, zu [0 : 1]
korrespondiert,
(2) 600 N X, zu[1 : 0] korrespondiertind
(3) die L-oskulierenderPunktezu [¢; : 1] korrespondierenyobeidie ¢; Einheitswur
zelnsind.
Man beachte dassdie rationale Abbildung Clt(&o’ﬁo) in einer Umgehung von X’M einen

Isomorphismusnduziertund benutzedie Koordinaterauf X,,, um globaleKoordinaterauf
X 2P xC Xﬂ x C zudefinieren DieseKoordinatehatdie gewtinschterEigenschaften,
undderBeweisvon Satzd.2.4ist damitbeendet.
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KAPITEL 5

Kontaktmannigfaltigk eiten

Kontaktmannigdltigkeiten sind Mannigfaltigkeiten, die ein nicht-entarteteslyperebe-
nenfeldbesitzen Daslnteress@nkomplexenKontaktmannigdltigkeitenkommtim Wesent-
lichen von Klassifikationsfragerausder RiemannscheiGeometrie. Fir die algebraischen
Geometerdie mit diesenFragernvielleicht nicht ganzvertrautsind, bringenwir deshalkzu-
ersteinenkurzenUberblick Giberdie Riemannsch&heorie,sawveit sie fiir dasStudiumder
Kontaktmannigdltigkeiteninteressanist. Der interessierté.eserfindetin demgutlesbaren
Ubersichtsartikl [4] eineviel ausfiihrlicheréDarstellung.

ReelleKontaktmannigiltigkeitenwerdenschonseitlangemstudiert. Eine Einfiihrung
findet sichin V. Arnolds Buch [:gl, app.4] uberklassischeMechanik. Der Standder For-
schungstin H. HofersICM-Vortrag[20] dagelegt.

5.1. RiemannscheMannigfaltigk eiten mit speziellerHolonomiegruppe

Die Holonomieist ein wichtiger Begriff der RiemannscheGeometriedervon E. Car
taneingefihrtwurde,um die symmetrischeRaumezu klassifizieren Die Holonomieist in
vielenBlchernzur RiemannscheGeometriezumBeispielin [:_1@], ausfuhrlicherklart.

5.1.1. RiemannscheHolonomie. Essei M einezusammenhéngendgientierteRie-
mannschevlannigfaltigkeit undz € M ein Punkt. Wennein glatterWeg « : [0,1] — X
mit v(0) = z gegebenist, dannkdnnenwir einenTangentialektor v € Ty, aufkano-
nischeWeiseentlangdesWegesbevegen und so einenTangentialektor &' € Ta|¢y1)}
erhalten.Wenndim M = 2 ist, ist dieserParalleltransportie in Abbildung5.1.1dadurch
gegeben,dasswir fordern, dassdie Langenvon ¢ und ¢” gleich seinsollen und dassder
Winkel von 7 beziehungsweis# zur Kurve v konstantseinsoll. In hdhererDimensionen
ist einekompliziertereKonstruktionnétig — wir verweiserzum Beispielauf [:JI, app.1].

Die “Holonomiegruppe” ist die Menge der Automorphismendes Tangentialraumes
T, diewir durchParalleltransporéntlanggeschlossengstiickweiseglatterWege durch
z erhalten. Die reduzierteHolonomiggruppeist analogdefiniert,wobeiwir allerdingsnur

S

<y

ABBILDUNG 5.1.1. ParalleltransporentlangeinerglattenKurve
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| dimM | reduzierteHolonomigruppe| Geometrie |
m SO(m) allgemein
2m, m > 2 U(m) Kahler
2m, m > 2 SU(m) Ricci-fladh Kéhler
dm, m > 2 Sp(m)Sp(1) quaternion-Kéhler,
dm, m > 2 Sp(m) hyperkéhler
7 Gs exzeptionell
8 Spin(7) exzeptionell

TABELLE 1. KlassifikationderHolonomigyruppen

Null-homotopeWege verwenden.DiesereduzierteHolonomigruppeist eine zusammen-
hangendd.iescheUntelgruppeder Gruppeder orthogonalenTransformationervon Ty |,
undkanndeshaltmit einerUnteigruppederorthogonalerGruppeSO(dim M) identifiziert
werden. Die KonjugationsklassalieserUnteilgruppehangtdabeiwedervon der Wahl von
z nochvon der Wahl der Koordinatenauf Ty|, ah Wir betrachterim Folgendenmeist
einfach-zusammenhangentitannigfaltigkeiten, auf denendie Holonomiggruppeund die
reduzierteHolonomiggruppelibereinstimmen.

Wir nennereineRiemannsch#annigfaltigkeit “irreduzibel”, wenndie Darstellungder
Holonomieggruppeauf Ty |, irreduzibelist. DasfolgendeTheoremzeigt, wie Riemannsche
MannigfaltigkeitenausirreduziblenMannigfaltigkeitenhenorgehen.

SATz 5.1.1(Zerlegungssatwzon G. de Rham,[8]). Essei M einekompakte einfac-
zusammenhaemdeRiemannsiee Mannigfaltigleit. Dann existiert eine kanoniste Zerle-
gungM = x M;, wobeijederFaktor M; eineirr eduzibleRiemannsgee Mannigfaltigleit ist.

O

Trotz der sehrallgemeinerDefinition tretennur sehrwenigeGruppenals Holonomie-
gruppenauf. Die symmetrischeriRaume die im folgendenSatzausgeschlossesind, sind
gutverstandeneklassifizierteRaume die mit Lie-Gruppenassoziiersind; derinteressierte
Leserfindetin [19] einegriindlicheEinfuhrung.

SATz 5.1.2 (M. Bemer, ['6]). Essei M eineirreduzible einfach-zusammenhaegde
Riemannsiee Mannigfaltigleit, die kein symmetrisher Raumist. Dannist die Konjugati-
onsklasseler Holonomigruppein Tabelled enthalten. |

Auf RiemannscheMannigfaltigkeiten gibt eseine 1:1-KorrespondenzwischenTen-
sorfeldern die invariantunter Paralleltransporsind, und Tensorerauf Tz |, die invariant
unterder Holonomiggruppesind. DieseKorrespondenist unterdemNamen“Holonomie-
prinzip” bekannt. Wenn M zum Beispiel K&hlerschist, danngibt esauf M eineflache
komplexe Struktur weil die GruppeU (m) einekomplexe Strukturauf Ty |,. stabilisiert.

5.1.2. Quaternion-Kahlersche Mannigfaltigk eiten. In dieserArbeit werdenwir uns
mit quaternion-KahlerschaviannigfaltigkeitenbeschaftigengliessindperDefinitionsolche
Mannigfaltigkeiten,derenHolonomigyruppein Sp(1)Sp(m) Iiegi,‘f:. Dabeiidentifizierenwir
die Gruppe Sp(1) mit der Gruppeder Einheitsquaternionerdie durch Homothetienauf

lEinigeAutorenschIieBerﬂie hyperkahlerscheMannigfaltigkeitenausundfordernzusétzlichdassdie ska-
lare Krimmungstetspositiv oderstetsnegativ ist.
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H™ >~ R*™ wirken, undidentifizierenSp(m) mit derquaternion-unitareruppe alsoder
GruppederH-linearenMorphismendie die hermiteschéorm (2, 2') = 3, 22, erhalten
~wir verweiserwiederauf[4, chap.3].

Die quaternion-KahlerscheMannigfaltigkeiten konnenals quaternionischeéquiva-
lent zu dengewthnlichenKahlerscherMannigfaltigkeiten verstanderwerden. Eine Man-
nigfaltigkeit M, derenHolonomiggruppeisomorphzu Sp(m) ist, besitztalso3 komplexe
Strukturenl, J und K, die von denquaternionischeMultiplikationenkommen.Die gré3e-
re GruppeSp(1)Sp(m) stabilisiertzwar nochdenUnterraunvon End(Tw |, ), dervonden
dreikomplexen Multiplikationenaufgespanniird, abernicht mehrjedeeinzelnekomplexe
Struktur Die GruppeSp(1)Sp(m) kannalsonichtin die unitareGruppelU (2m) eingebet-
tet werden,und die Mannigfaltigkeit M ist im Allgemeinennicht komplex. Es gibt aber
die folgendeKonstruktionvon S. Salamondie einerquaternion-Kéhlerschevannigfaltig-
keit eine komplexe Mannigfaltigkeit X zuordnet. Dazubetrachteiman zuerstdasRang-3
UnterblindelV desEndomorphismenbiindeBBnd(Ts), dasvon dendrei komplexen Mul-
tiplikationenaufgespanntird. Die Mannigfaltigkeit X istdanndasS?-BuindeliiberM, das
wir erhaltenjndemwir in jederFaservon V die Einheitsspharaehmen.

SATz 5.1.3 (S. Salamon,[#5]). Es existiert ein kanonisties konstruiertesBiindel
p: X — M, wobei X einekomplee Mannigfaltigleit ist und die Fasernvon p komple-
xerationaleKurvensind. O

Wir nennenX den“Twistorraum”iberM . Twistorraumeragenzusatzlichzu derkom-
plexen Struktur nochweitere Strukturen. Zum einengibt die Riemannschéetrik auf M
eine KahlerEinsteinMetrik auf X; zum anderenexistiert auf X ein nicht-entartete$ly-
perebenenfeldDamitist X eine“K ontaktmannigltigkeit”, die wir in der Definition5.2.1
weiteruntenpraziseerklarenwerden.

Es wurde bereitsin Bemers Arbeit ['5] gezeigt, dassdie Metrik der quaternion-
KéhlerscherMannigfaltigkeiten die Einsteinbedingungrfiillt. Die skalareKrimmungk
ist deshalbkonstant,und die Geometrievon M héngtwesentlichvom Vorzeichendieser
Krimmungah

e Fiurk < 0 gibtesviele Beispielevonnicht-kompaktenpicht-symmetrischeian-
nigfaltigkeiten,derenTwistorrdumekeinekanonisch&ahlerschestrukturzu tra-
genscheinenEsist offen, ob eskompakteBeispielegibt.

e Fallsk = 0ist, ist X einehyperkahlerschannigfaltigkeit. DieseRaumemoch-
tenwir hier nichtstudierenDie hyperkahlerscheMannigfaltigkeitensindin dem
Ubersichtsartikl [4] ausfiihrlichebesprochen.

e FiUrk > 0 ist jedevollstandigeMannigfaltigkeit kompaktund der Twistorraum
ist eineprojektive komplexe Mannigfaltigkeit. Die einzigenBeispiele die esgibt,
sindgewissesymmetrisch&kdumediein derArbeit [:9:3] klassifiziertwurdenund
Wolf-Raumegenanniverden.

Die folgendeVermutunggdie vielleichtzumerstenMal von J. Wolf formuliertwurde,ist das
Leitmotiv fur denRestdieserArbeit.

VERMUTUNG 5.1.4 Jedekompakteguaternion-Kéhlesche Mannigfaltigleit mit posi-
tiver skalarer Krimmungst ein Wolf-Raum.

Wir werdenin dieserArbeit die projektiven Kontaktmannigiltigkeiten studieren,um
einige Teilproblemezu [6sen,die mit der Vermutungb. 1.4im Zusammenhanstehen.
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5.2. Definition von Kontaktmannigfaltigk eiten

Wir habenobengeschriebengdasseine Kontaktmannigdltigkeit eine Mannigfaltigkeit
mit einemnicht-entartetedyperebenenfeldst. Wir werdendieseDefinition jetzt prazisie-
ren.

DEFINITION 5.2.1 Essei X einekomplexe Mannigfaltigkeit der Dimension2n + 1.
Wir nennenX eine“K ontaktmannidltigkeit”, wenneseineSequenz

0 F Tx —— L 0

von Vektorbiindelrgibt, wobei L € Pic(X) ein Geradenbundest, und der Vektorbiindel-
morphismus

(5.2.1) N:F®F > L,

dervonderLie-Klammerinduziertwird, anjedemPunktvon X nicht-entartetst.

BEMERKUNG 5.2.2 Die Lie-Klammer ist eine schiefsymmetrisché\bbildung, die
zwei Vektorfelders und ¢’ nimmt und ein neuesVektorfelder([v, '] liefert. Wir kénnen
die Lie-Klammeralsoals Garbenabbildung

[,] :Tx ®(CTX—>TX

auffassengdie natirlichin keinerWeiseeinelineare Abbildung von O x-Moduln ist. Eine
elementar®echnungdiewir gleichbringenzeigtallerdingsdassdie in derFormel(5.2.7)
beschrieben&inschréankungind Kompositionmit 4, alsodie Abbildung N = 0 o [,]|rer
sehrwohllinearist. Die AbbildungN € H°(X, F*®F*®L) wird traditionellals“O’Neill-

Tensor’bezeichnet.

Um die Linearitat einzusehengenugtes, eine offene MengeU C X zu betrach-
ten. Wir wahlenlokale Biindelloordinatenfir L und identifizierend so mit einer 1-Form
6 € H°(U,Q%|v). Als nachstegrinnernwir andie folgendeFormel ausder Differential-
geometrie[:é_l'?, prop.2.25(e)auf Seite70], die die Ableitung einerDifferentialformmit der
Lie-Klammerverbindet. Wenn)?o und X’l € H°(U, Tx|v) zwei Vektorfeldersind, dann
gilt:

(5.2.2) df(Xo, X1) = Xo(6(X1)) — X1(6(Xy)) — 6([Xo, X1)).

Im Spezialéll, wo X, und X; € H°(U, F|y) Schnitteim UnterbiindelF sind, reduziert

sichdie Formel(5.2.9 zu
(5.2.3) N(Xo, X1) = 0([Xo, X1]) = —df(Xo, X1)

unddie Linearitatist offenbar
Gelegentlichist esniitzlich, die folgende zu5.2.1aquivalenteDefinition zu verwenden.

DEFINITION 5.2.3 Essei X einekomplexe Mannigfaltigkeit der Dimension2n + 1.
Wir nennenX eine“K ontaktmannidgdltigkeit”, wennein Geradenbiinddl € Pic(X) exis-
tiert, uyndwenneseine L-wertige1-Formé € H°(X, QY ® L) gibt, sodassdie Form

O A (df)"™ € H(X,Kx ® L®+Y)

ankeinerStellevon X verschwindetWir nennerf die “K ontaktform”auf X .
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BEMERKUNG 5.2.4 In vélliger Analogiezur Bemerkungs.2.2stellenwir fest,dasgdie
auRereAbleitung dé nicht wohldefiniertist, sondernvon der Wahl einerBlindelloordinate
abhangt.WiederzeigteineelementardRechnungdassder Ausdrucké A (d)"* fur alle k
wohldefiniertist.

5.3. Einfache Eigenschaften

Wir erwdhnenin diesemAbschnitt einige elementareEigenschafterder komplexen
Kontaktmannigiltigkeiten. Die ersteBemerkungiolgt unmittelbarausder Definition5.2.3

BEMERKUNG 5.3.1 WennX eineKontaktmannigiltigkeit der Dimension2n + 1 ist,
dannist — K x =~ L®n+1,

Die zweiteEigenschafist eineAnwendungdesSatzes/on Frobeniusn unsereiSituati-
on. DerZusammenhangwischendernicht-EntartunglesO’Neill-TensoraundderExistenz
von Untermannigéltigkeiten, die Uberalltangentialzu F' sind, ist in [:;l, app.1] besonders
guterklart.

SATz 5.3.2(Frobenius) WennY C X eine(nicht notwendigabgesdlossenepnalyti-
sche Untermannigfaltigkit ist, die Gbemll tangential zumHyperebenenfeld ist, dannist
dimY <n. O

DEeFINITION 5.3.3 Wir nennereu F tangentialdJntermannigéltigkeiten” F-integral”.
EineUntenarietatY C X heiBtF-integral, wennderregulareOrt Yre, F-integralist. Die
F-integralenUntenarietatermaximalerDimensionnenntmantraditionell “Legendresch.

5.4. Beispiele

Bevor wir spezielleKontaktmannigdltigkeiten néheruntersuchernst es sinnvoll, Bei-
spielezu besprechenDaswichtigsteBeispielist deraffine Raum.

BEISPIEL 5.4.1 EsseiX = C?"*! [ seidastriviale Biindelund F' seialsKernder
1-Form

(5.4.1) 0:=deoo+ » zidzni1.

i=1l...n

gegeben Man rechnetdie nicht-Entartungler Form € direkt nach:
6 A (d0)"™ = (const) -dzg A ... Adzant1-

Die Abbildungb.4.1zeigtdiese"Standardstrukturim 3-dimensionalerall. In der Abbil-
dungsindaucheinige F-integraleKurveneingezeichnet.

DasDarboux—TheorerderreeIIensympIektischerGeometrie[:;I:, 8.7.2],eineArt Gram-
Schmidtsche©rthonormalisierung®rfahrenfiir Schnittein Vektorbiindeln funktioniert
ohneAnderungauchin derkomplexenKontakt-Situatiorundbesagtdassesfiir jedenPunkt
einerkomplexen Kontaktmannigltigkeit immer lokale Koordinatengibt, so dassdie Kon-

taktformwie in Gleichung(5.4.7) geschriebemverdenkann. Insbesonderbaberkomplexe
Kontaktmannigdltigkeitenkeinelokalenlnvarianten.

2n einigenArbeiten,zum Beispiel['§zll] und[:g-q], werdenF'-integraleUntenarietatermaximalerDimension
auchals“Lagrangesch’bezeichnet.
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ABBILDUNG 5.4.1. Standard-Kntaktstruktul® = dz + ydz.

5.4.1. Symplektifizierung der Kontaktstruktur . Um weitereBeispielezu studieren,
ist es nltzlich, die folgendeBeobachtungzu machen: Wenn L* = L \ {0} der Total-
raum desBundels L ohne den Nullschnitt ist, also den Totalraumdeszu L gehdrenden
C*-Prinzipalblindelbezeichnetuyndwenns : L* — X die natlrlicheProjektionist, dann
ist daszurtickgezogenBundelr* (L) trivial, undesgibt einenatirlicheTrivialisierung

L W*(L) — OLX .

Eine elementardRechnungemibt, dassw := d(: o 7*(6)) eine symplektische2-Form auf
L* ist, die unterdernatiirlichenC*-Wirkung auf L* mit Gewicht 1 transformie.

DieseKonstruktionentsprichtgenauder SymplektifizierungeinerreellenKontaktman-
nigfaltigkeit, die zum Beispielin [, app.4] ausfiihrlichbesprocherist. Der wesentliche
Unterschiedzur reellenSituationist, dassdasC*-Biindel L* nicht kompaktist. Im reellen
ist die Symplektifizierungein S!-Biindelliberder Basisund deshaltkompakt.

5.4.2. Weitere Beispiele. Die Symplektifizierundiefert eineKorrespondenzwischen
“richtig” transformierendesymplektischerdrormenauf C*-Prinzipalbiindelrund Kontakt-
strukturenauf der Basis. DieseKorrespondeniiefert die folgendenBeispiele,die wir hier
ohnegrofRerBeweiserwahnenWir verweiserauf[gs_}, sect.2] fur eineausfuhrlicheBespre-
chung.

BEISPIEL 5.4.2 EsseiV = C*"*2 einsymplektische¥ektorraum Danngibt die sym-
plektischeStrukturauf V' eineKontaktstruktuiauf demprojektiven Raunﬁ P(V*) 22 Pyt
Die Kontaktstrukturauf P3,, 1 ist nicht eindeutig,weil esviele symplektischeStrukturen
aufV gibt.

SEsgilt alsofiir t € C*, dasst* (w) = t - wist. In derLiteraturist die verwirrendeBezeichnungiblich, dass
“w invariantunterder C*-Wirkung” ist.

“Wwiederverwendenwir die GrothendieckschblotationP(V*) := (V \ {0})/C*. Wir weisendaraufhin,
dassdiese Bezeichnungsweisausserhalftler algebraischerGeometrieuntiblichist. Die Notation P(T’x) aus
Beispiel‘é.fl.?treibtDifferentialgeometein die Trunksucht.
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BEISPIEL 5.4.3 EsseiY eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann ergibt die Ubliche
symplektisché&trukturaufdemKotangentialraurly;, diewir durchWinkel- undWirkungs-
koordinatenerhalten[:gl, sect.8.1.2], eine Kontaktstrukturauf dem projektivierten Raum
P(Ty). Die KontaktstruktumufP(Ty-) ist genawanneindeutigwenndasBlndelT5 keine
Automorphismerbesitzt.Dieswird in [S{l prop.2.14]nachgerechnet.

DasndachsteBeispielist etwaskomplizierter Die Arbeit [t_%, sect.2] besprichtdasBei-
spielin groRBerAusfuhrlichleit.

BEISPIEL 5.4.4 Es sei G eine einfacheLie-Gruppe,die auf der dualenLiealgebra
g* vermittelsder koadjungierterDarstellungwirkt. Danngibt esauf denBahnender G-
Wirkung eine natiirlichesymplektischeStruktur die Kostant-Kirillov-Struktur [d, app.2].
Die zugehdrigewirkung auf P(g) hatgenaueineabgeschlosserigahn. Dieserhomogene
Raumbesitztdanneine Kontaktstruktur Die so entstehendehomogenerKontaktmannig-
faltigkeiten sind genaudie Twistorraumeliber den Wolf-Raumen. Eine Liste dieserKon-
taktmannigéltigkeitenfindet sichin [:i sect.4.3]. Falls G = Sp(2n) ist, erhaltenwir den
projektvenRaumP,,,_; ausBeispiel5.4.2

Weitere Beispielevon projektiven Kontaktmannigdltigkeiten sind nicht bekanntund
mannimmtan,dassesauchkeinegibt. Die folgendeVermutungwiirdedie Vermutungs. 1.4
implizieren.

VERMUTUNG 5.4.5 Essei X eineprojektive Kontaktmannigfaltig&it. Dann gibt es
eineMannigfaltigleit Y, sodassX = P(Ty) ist, oder X ist einesder hom@enenBeispie-
le5.4.4

Wenndie Vermutungb.4.5richtig ware,wiirdejedeprojektive Kontaktmannigiltigkeit
X mit b2(X) = 1 derTwistorraumibereinergeeignetemuaternion-Kahlerscheidannig-
faltigkeit sein. C. LeBrun hat die verwandte Teilvermutungformuliert, dasses auf einer
projektiven Kontaktmanniddltigkeit X nurin Spezialfallenmehr als eine Kontaktstruktur
geberkann.

VERMUTUNG 5.4.6(C. LeBrun,[_r'_l(:D]). Essei X eineprojektiveKontaktmannigfaltig-
keit mit mehrals einerKontaktstrukturDannist X & Py, ; oderX = P(Ty-).

Die Vermutungb.4.6wird spaterin Kapitel 7.1 beviesenwerden.

5.5. Bekannte Resultate

Es gabin denletztenJahrenviele Arbeiten zu demKlassifikationsproblenftir Kon-
taktmannigéltigkeiten. Eine der erstenEvidenzerfiir die Vermutungb.1.4ist dasfolgende
Endlichkeitsresultat.

SATz 5.5.1(C. LeBrun und S. Salamon,[41]). Fir jede Zahl n gibt es— bis auf
Isometrienund Skalierungn — nur endlich viele kompaktequaternion-Kahlesche 4n-
dimensionaléMannigfaltigleitenmit positiverskalaer Krimmung |

Die Frage,ob jedeprojektive Kontaktmannigdltigkeit ein Twistorraumist, fandeben-
falls eineersteAntwort.

SaTtz 5.5.2(C. LeBrun,[§'€_3]). Eine kompaktekomplexe Kontaktmannigfaltig&it X ist
genaudannein Twistorraum,wennX eineKéahler-EinsteinMetrik besitzt. O

Dasfur unswesentlichstérgebnisist dasfolgendeResultatvon J.R Demailly, dasmit
analytischeMitteln, insbesonderder BochnerTechnik,bewiesenwurde.
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SATz 5.5.3 (J.P Demailly, [g]). Es sei X eine Kéhlersche Kontaktmannigfaltigkit.
Dannist L nicht pseudodéktiv. WWenn X also eine projektive Kontaktmannigfaltigé&it ist,
dannist K x nicht nef O

Weil Kx nichtnefist, erlaubtunsDemaillysResultat Mori-Theorie und Moris E_xis_—
tenzsatZir rationaleKurven anzuwendenDamit wurde ein Beweis der Vermutung5.4.5
far Mannigfaltigkeitenmit b2 (X) > 1 erbracht.

SATZ 5.5.4(S. Kebekus,T. Peternell,A.J. Sommese,).A. Wisniavski, [34]). Wenn
X eineprojektiveKontaktmannigfaltig&it mit b2(X) > 1 ist, danngibt eseine projektive
Mannigfaltigleit Y, sodassX isomorphzulP(Ty ) ist. O

Die Vermutungb.4.5wurdenochin einerReihevon Spezialfallerbeviesen.Daswich-
tigsteResultaist dasFolgende.

SATz 5.5.5(A. Beauville,[d]). Die Vermutungb.4.5ist richtig, wenndie beidenfol-
gendenBedingungngelten:

e Das Geradenbliindel L hat Sdnitte und die rationale Abbildung
ér, : X --» P(H°(X, L)) ist generist endlich.

e Die (Lie-)Gruppeder Automorphismengie die Kontaktstrukturerhalten,ist re-
duktiv O

Die Annahmedass¢r, generisctendlichist, istim wesentlicheriiquivalentzu der An-
nahme dassdie Kontaktmannigdltigkeit quasi-homogeist. Die Annahme dassdie Auto-
morphismengruppeedukti ist, ist vom Standpunkder Vermutungb. 1.4 nicht einschran
kend:wennX ein Twistorraumist, dannist nach[Sg] die Gruppeder Automorphismenglie
die Kontaktstruktuerhaltenjmmerreduktiv. Eine Beweisstratgie fur die Vermutungd.1.4
ist deshaltzu zeigen,dassdaslineareSystem| L| grof3,oderzumindeshichtleerist.

Die folgendenResultateberuhenim Prinzip auf bekannterKlassifikationen.Eine Ver-
allgemeinerungcheintdeshallschwierig.

SATz 5.5.6(S. Druel und Y.G. Ye, [:_1-(_)'] [:_L-l:] [:és_i]). Die Vermutungb.i_.f’pgilt, wenn

dim X < 5 istoderwennX torisch ist. O



KAPITEL 6

Geradenauf Kontaktmannigfaltigk eiten

Es sei X eine projektive Kontaktmannigiltigkeit der Dimension2n + 1. In dieser
SltuatlonzelgtDemalllysSatZB 5 3 dasgdaskanonisch@iindel K x nichtnefistundMoris
Existenzsata 1.1 fur rationaleKurven liefert die Existenzeinerirreduziblenkomponente
H C RatCurves”(X), sodassfir alle Kurven¢ C X, die zu einemPunktin H gehdren,
die folgendeSchnittzahlbedingungilt

1<-Kxt<dmX+1=2n+2.

DieseKurven mochtenwir im vorliegendenKapitel studieren. Wir zeigenunteranderem
direkt, dassalle minimalenrationalenKurven, die einenallgemeinenPunkt z enthalten,
glatt sind. Weiter werdenwir zeigen,dassder Ort locus(H,,) dieserKurven Legendresch
ist.

6.1. Die Existenzvon Kontaktgeraden

Wir hattenin derBemerkungb.3.1gesehendass—Kx = (n + 1)L ist. Esfolgt, dass
L.¢ entwederl oder2 seinmuss. L

Wenn L./ = 2 ist, dannzeigtdie Riemann-Roch-AbschatzurysAbschnittil 2.2 fiir
die DimensiondesHom-Schemasgjass

dim Homg;, (P71, X,[0: 1] = z) > —Kx.£ =dimX + 1

ist. Nun gibt eseine2-dimensionalé&ruppevon AutomorphismerdesP,, die denPunktz
fixieren. Deshalbimpliziert die AnnahmeL.¢ = 2, dassdim H, > dim X — 1 ist. Jetztgibt
eswiederzwei Moglichkeiten.

e Wenndie Unterfamilie H,, fiir einegenerischaVahl einesPunktex kompaktist,
folgt ausMoris Bend-and-Brealkgassdann

dimlocus(H,) = dimU, =dim H, + 1 =dim X

isfl. Esfolgt, dasslocus(H,,) =X ist. Wir kdnnenalsodie Charakterisierunges
projektiven RaumesausSatzB .4.1anwenderund erhalten,dassX isomorphzu
P2n+1 ist.

e Wenn die Familie H, fur einen generischenPunkt x € X nicht kompakt
ist, danngibt es nach dem Kompaktheitskriteriumaus Satzil,3.6 eine Familie

H' c RatCurves™(X), die Kurven{ parametrisiertfir die L.¢ = 1 ist.

Weil die Kurven, die L mit Multiplizitdt 1 schneidenim Restder Arbeit sehrwichtig sein
werden legenwir die folgendeNotationfest.

Twir _verwendenin diesemKapitel die Notationenrs : Us — He, to : Uz — locus(Hyz), etc. wie im
Abschnltt1 Sab Selte'z

57
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@ [ bo(a) :

ABBILDUNG 6.2.1. Deformationernvon F-integralenKurven

DEFINITION 6.1.1. Wir nennereinerationaleKurve ¢/ ¢ X mit L. = 1 eine“Kon-
taktgeraden X",

BEMERKUNG 6.1.2 Der Begriff “Gerade”ist auszwei Griindenvielleicht etwasver-
wirrend. Zum einenbemerlen wir ausdriicklich,dasswir nicht annehmendassX prim
ist. Wir nehmenalso nicht an, dasses eine Einbettungi : X — P gibt, so dass
L= i—l(O]pk(l)) ist. Insbesondersetzenwir nicht vorausan, dassKontaktgeradeglatt
sind.
Zum anderersind die Geraderim projektiven RaumkeineKontaktgeradenDasGera-
denbuindeL, daszu der KontaktstrukturausBeispielb.4.2gehort,ist namlichisomorphzu

Op,... (2) undschneidetie Geraderdeshaltmit Multiplizitat 2.

Weil derFall X = Py, 4+ fur unsnicht sehrinteressanist, wird dieseMdglichkeit hier
undin demfolgenderKapiteIi_?. ausgeschlossen.

ANNAHMEN 6.1.3 Essei X eine projektive Kontaktmannigfaltig&it der Dimension
2n 4+ 1 und H C RatCurves”(X) eineirreduziblekomponentgedie Kontaktgradenpara-
metrisiert.

BEMERKUNG 6.1.4 Weil H eine Familie von Kontaktgeradenist, ist H nach
Satzd3.6auf Seitel0 kompakt. Die Abschatzundir die DimensiondesParameterraums
Hom(P,, X) zeigt,dassdim locus(H,) > n ist.

BEMERKUNG 6.1.5 Esseif : £ — ¢ die NormalisierungsabbildungiVeil £ = P; und
weil T; = Op (2) ist, ist esklar, dassdie Abbildung

f20) : Ty — (L)
trivial seinmuss.Esfolgt, dassdie Kurve £ anallenglattenPunktenz € £ tangentialzum
Hyperebenenfeld” ist. Kontaktgeradesindalso F-integraleUntenarietatervon X .

6.2. Deformationen von F-integralen Kurven

Um die Kontaktgerademuf X zu studierenuntersuchemvir zunachstie Einschréan-
kungenandie Deformationenvon Kontaktgeradergie sich darausergeben dassalle Kon-
taktgeraderF-integral sind. Die wesentlichddeedabeiist in denAbbildungend.2.1illus-
triert. In diesenAbbildungenist jeweils ein Punktz markiertund der TangentialraunT’x |,
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in denF-Anteil undin einenkomplementaret-Anteil zerlegt. Die Kurve ¢o(A) bezeichne
eine F-integraleKreisscheibeglie deformiertwerdensoll. Der L-Anteil desVektorfeldesn
H°(¢o(A), L]y (a)), daszu denDeformationergehért,ist durchPfeile eingezeichnetim
linken Bild hat der Tangentialrauniy, (a) |- einennicht-verschwindender.-Anteil. Die
deformierteKurve ¢, (A) ist alsonicht F-integral. Der L-Anteil deszugehdorigerVektorfel-
deshateineeinfacheNullstelle. Im rechtenBild soll die deformierteKurve ¢;(A) wieder
F-integral sein.Der L-Anteil deszugehorigeVektorfeldeshatin dieserSituationeinedop-
pelteNullstelle. Die Abbildunglegt daherdenSchlussahe dasgdie SchnittederEinschrén-
kungvon L4, a), die wir durch Deformationerinnerhalbeiner Familie von F-integralen
Kurvenerhalten stetsmit hhereMultiplizitdt verschwindemmussen.
In demfolgendenLemmawird dieserSachwerhaltpraziseformuliert.

LEMMA 6.2.1 (Deformationvon F-integralenKurven). Essei®, : A¢ — X eine
Familie vonKreissdeiben die wir wie folgt schreiben

P AHXAC — X
(t,2) = P(2)

wobeiAy und A Einheitskeissteibensind. Wir nehmeran, dassfiir alle t € Ay das

Bild @;(A¢) F-integral ist, dassalso ‘1)3(0)(3%) = 0 ist. Falls dannder Schnitt

o B5(60) (%) H(Ac, ®(L))

bei0 € A verschwindet,abernicht identish verschwindet,dannverschwindeto bei0 mit
Multiplizitat mindestengweigenaudann,wenn
=0
(0,0)

0

6.2.1 (N | =

(6:2.1) 95(N) ( 5
BEWEIS. Wir wahlen lokale Bundelloordinatenfur ®*(L) und wendendie For-
mel (5.2.9 von Seite54 an, die die Ableitungvon 6 mit der Lie-Klammerverbindet.Wenn
wir beachtendassd®*(6) = ®*(d#) istundwennX, und X, Vektorfelderauf Ay x A¢

sind, dannliefert der Riickzugvon (5.2.9) die Gleichung
(6.2.2)  &*(dF)(Xo, X1) = Xo(27(8)(X1)) — X1(27(6)(Xo)) — 2*(8)([Xo, Xu)).

Wir betrachterjetzt den Spezialéll, wo X = 2 und X; = 2 ist. Weil £ und 2

kommutiererundweil auBerden®*(9) (£) = 0 ist, erhalterwir

Man werte die Gleichungbeit = 0 und z = 0 aus. Die Gleichung(5.2.3 von Seite’52
liefert denZusammenhangwischerdd unddemO’Neill-TensorN. |

0

(0,0) " 0z

gilt, wobeiN der nicht-entarteteO’Neill-Tensorist.

DasLemmab.2.1lasstsich besondergut fur Familien von Kontaktgeradet anwen-
den,weil ein nicht-verschwindende®chnittder Einschrénkund.|, htchstengineeinfache
Nullstelle besitzerdarf.
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ProPOSITION  6.2.2 (Deformationen von  Kontaktgeraden) Es  sei
Uy C (Homy(P1,X))rea €ine glatte analytishie Familie von Morphismeﬁ, die
Kontaktgeradenparametrisieen. Wir nehmeran, dasseseinenPunktc € P; gibt, sodass
fir alle Morphismenf € # undalle Paare (¢, o) von Tangentialvektoen € Tp |. und
o € Ty|; C H°(Py, f*(Tx)) der Tangentialvektoro(c) in f*(F)|. liegt.

Dannisto genaudannin H°(Py, f*(F)) enthaltenwenndie Tangentialvektoen und
o (c) orthogonalbezuglit deszuriidgezaggenenO’Neill-Tensos f*(NV) sind.

Wir paraphrasieredie Aussageder Proposition6.2.2 etwas unprazisein einfacheren
Worten:wennin einerDeformationsamilie von punktierterKontaktgeradederausgezeich-
netePunktstetsnurin F-Richtungbewegt werdenkann,undwenndieseRichtungenauch
nochorthogonalzum Tangentialraunder jeweiligen Kontaktgeradesind, dannist der Ort
dersoparametrisierteeraderautomatischF-integral.

BEWEIS DER PROPOSITION B.2.4. Weil Uy, nach Annahmean der Stelle f glatt
ist, kénnen wir ohne Beschrankungder Allgemeinheit annehmen,dass Uy, eine in
(Homg; (P1, X))rea €ingebettet&reisscheibe s, ist. Die Annahmelibera(c) impliziert,
dassder Schnitt

o' == f*(0)(0) € HO(Py, f*(L))
bei ¢ eineNullstelle hat. Falls ¢’ nicht identischverschwindetmussdieseNullstelle nach

Lemmab.2.1mindestenslie Ordnungzwei haben.Dasist abernicht moglich, weil f*(L)
ein Geradenbiindalom Gradeinsist. O

BEMERKUNG 6.2.3 Wennd|eVoraussetzungecderProposmorﬁ 2 Zerfullt sind,dann
folgt unmlttelbaraus[sé prop.ll.3.4], dassdasBild derTangentlaIabblIdungesunlversel—
len Morphismus

Tu: TUHx]PH —-Tx
in F C Tx liegt.
Wennz € X einallgemeinePunktistundwenn f € Homy;, (P1, X, [0 : 1] + z) ist,
dannist jederSchnittc € H°(P,, f*(Tx)) automatisctein Tangentialektoraneineglatte

analytischeFamilie von Deformationen.Wir erhaltendeshalbfur allgemeinePunktez ein
starlesKriterium dafti; dassder Schnitto bereitsin Ho(Py, £*(F)) liegt.

KOROLLAR 6.2.4 (Schnittein f*(Tx)). Es seiz € X ein allgemeinerPunkt,
f € Homyp;, (P1, X, [0 : 1] — z) ein Morphismusunde € HO(Py, f*(Tx)) ein Scnitt, so
dasso ([0 : 1]) € f*(F) ist.

Dannist o genaudannin H(Py, f*(F)) enthaltenwennTp unda ([0 : 1]) orthago-
nal beziglit deszurikgezagenenO’Neill-Tensos f*(NV) sind.

BEwels. Wir beachtendassHomg;,.(IP1, X) nachden Ausfiihrungendes Abschnit-
tesd.3.3ander Stelle f glattist. Konsequenzwir finden eine eingebettet&reisscheibe
Ay C Homy,, (P, X), dieum f zentriertist, sodasso C Ta,, |y ist. In dieserSituation
konnerwir die Propositiorb.2.2aufdie Familie A3, anwendemunderhalterdie gewiinschte
Aussage. (|

2UntereinerglattenanalytischerFamiIie versteherwir hier einfach eine analytischeUntermannigéltigkeit
von (Homy;,(P1, X))rea. In denAnwendungerwird Uy, haufigeineeingebettet&reisscheibesein.
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6.3. Die Dimensionvon locus(Hy)

Fur ein bessere¥erstandnisier Kontaktmannigdltigkeitenist der Ort von Kontaktge-
radendurch einenfestenPunktvon gro3eninteresse.Die folgendePropositiongibt eine
ersteBeschreilbing diesesOrtes, die wir im Abschnitt7.3 weiter verbessernverden. Das
Resultatwvurdeschonin der Arbeit ['Sfi] gezeigt.Wir bevorzugenabereinenkurzenBeweis
mit denhier entwickeltenMethoden.Tatsachlichist die folgendePropositioneineeinfache
Anwendungder Proposition.2.2in demtrivialen Fall, dassder markiertePunktiiberhaupt
nicht bewegt wird.

PROPOSITION 6.3.1([B4, prop.2.9]). Wennz € X irgendeinPunktist (nicht notwen-
digerweiseallgemein)und wenn H,, nicht leer ist, dannist locus(H,,) eine Legendieshe
Untervarietétvon X .

BEwEIs. Die Riemann-RochAbschétzungfiir die Dimensiondes Orteslocus(H;)
liefert in unsererSituationdie Ungleichungdim locus(H,) > n. Um also zu zeigen,
dasslocus(H,,) eine Legendresch&intenarietétist, genugtes, einzusehendassder Ort
locus(H,) dort F-integral ist, wo er glattist.

Es sei also y € locus(H,) ein allgemeiner (glatter) Punkt und
H C Homy(P1,X,[0 : 1] — =z) eine Komponente,die Kontakigeraderaus H,
parametrisiert. Weil der Tangentialraunﬂ]oc}lg(yzﬂy im Bild der Tangentialabbildung
Tp enthaltenist, gentigtes nach Bemerkung6.2.3 zu zeigen, dassdie Familie H den
Bedingungerder Proposition6.2.2 geniigt. Dasist abertrivialerweiseder Fall, wennwir
¢ := [0 : 1] setzendaderTangentialektor

Tf(o([0:1])) =0€ Tx|,
savohlin F|, liegt alsauchzu jedemandererVektors € F|,, orthogonalst. |

Als Korollar zur Proposition6.3.] erhaltenwir, dassesdurchjedenPunktvon z eine
Kontaktgeradgibt.

KOROLLAR 6.3.2 Esseiz € X einbeliebiger Punkt.Dannist H, nichtleer.

BEwEIS. Die Riemann-Roch-Abschétzurfy.2.]) von Seitek liefert, dass
dim H > 3n

ist. Die Dimensionder universellenFamilie U C Univ"™(X) ist alsogrof3erodergleich
3n+1. Weil die FaserndesAuswertungsmorphismus U — X abemachPropositiors.3.1
die konstantedDimensionn habenjst diesnur dannmaéglich,wenn. surjekt ist. O

6.4. Die Regularitat der Kontaktgeraden

Als nachsterSchrittzeigenwir, dassdie allermeisterKontaktgeradeauf X glattsind.
Dies verbessertlen Satz3.1.1fiir Kontaktmannigltigkeiten. Weil dasBeweisprinzipvon
Proposition6.4.1im Folgendenmmerwiederverwendetwird, stellenwir die wesentliche
Argumentationslinidier klar heraus.

Wir méchteneinenWiderspruchsbeeis fiihrenund konstruiererzu diesemZweck ei-
ne (nicht notwendigerweisabgeschlossené)nterfamilie Uy, C Homg;(P1, X), die die
folgenderwiderspriichlichertigenschaftemat:
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S

ABBILDUNG 6.4.1. Zum BeweisderPropositions.4.]

e Zum einenwird sichausderKonstruktionergebendassder Ort derzu Uz, geho-
rendenKontaktgeraderF-integral ist, weil die L-Anteile von Vektorfeldern die
wir durchDeformationererhalten stetsverschwinden.

e ZumandererhatderOrt dieserKurvenmindestenslie Dimensionn + 1. Dasaber
ist nachder DimensionsaussageisFrobeniusSatz5.3.2unmdglich.

Die ersteAnwendungdiesesBeweisprinzipsfindenwir in derfolgendenProposition.

PROPOSITION 6.4.1 Wennz € X einallgemeinePunktist und ¢ eineKontaktgerade
die z enthalt,dannist ¢ glatt.

BEwEIs. Wir fihreneinenWiderspruchshgeisund nehmenan,dassdie Behauptung
falschist. Man nehmealsoan, dassesfiir einenallgemeinerPunktz € X einesingulare
Kontaktgeradé gibt, die z enthélt.Erinnerung:die singulérerationaleKurve £ kannimmer
durcheineintegralesinguléareebeneKubik dominiertwerden alsodurcheinerationaleKur-
ve mit einereinzigennodalenoderkuspidalenSingularitat. Wir werdeneinenWiderspruch
erreichenjndemwir einenSchnittim Ruckzugvon L auf der ebenerKubik konstruieren,
deraufeinemvorgegebenallgemeingewvéahlten,PunktverschwindetDie Konstruktiondie-
sesSchnitteswird durcheineDeformationdersingularerkurve erfolgen.

Weil z allgemeingewéhlt war, existiert eine singulare(nodaleoder kuspidale)ebe-
ne Kubik C ¢ Py und eineirreduzible (nicht notwendigerweis&ompakte)Komponente
‘H C Homy,,-(C, X), sodasderuniverselleMorphismusy : H x C — X dominantist und
so,dasdur alle f € #H gilt: deg f*(L) = 1.

Jetztwahlenwir einengenerischeMorphismusf € # undbeachtendasseseineoffe-
neMengeU c C gibt, sodassfir alle ¢ € U die Tangentialabbildungeseingeschrankten
Morphismusi. := p|yx e} : H — X bei f maximalenRanghat:

rank(;) Tp. = dim X = 2n + L.

Wir erinnernunsandie Lemmata2.1.3und2.1.4von Seitel6, die zeigen,dassdie glatten
Punktevon C in 1:1-Korrespondenmit denGeradenbindelom Grad1 steherundwéhlen
einenPunktc € U, sodassO¢(c) ¥ f*(L) ist. Mit andererWortenwahlenwir einenPunkt
¢ € U, dernichtoskulierendbeziiglichdesGeradenbiindelg*(L) ist.

Als nachsterSchrittwahlenwir eineLegendreschejicht notwendigerweis&ompakte,
Untermannigdltigkeit von Ux C X, die = enthaltund bei = transwersalzu f(C) steht.
Wir wissenausdemSatzvon Darboux,dassX lokal immerdie Gestaltvon Beispiel5.4.1
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hat, so dassesviele solcherUntermannigéltigkeiten gibt. Weil x. maximalenRanghat,
kénnenwir einenSchnittUy, C H UberUx wahlen,alsoeine Untermannighltigkeit Uy,
sodasspc|y,, : Uy — Ux einIsomorphismusst. Nach Konstruktionhat u(Uy x C)
die Dimensionn + 1 und kann deshalbnicht Legendresctsein. Es folgt deshalb,dass
eseineeingebettetdreisscheibeAy, C Uy gibt und eine Koordinatet auf Ay, die um
f = {t = 0} zentriertist, sodass

o= 10 (5

ist. FurdieletzteAussagesrinnernwir unsdaran,dass%h:() kanonischmit einemElement
in H°(C, f*(Tx)) identifiziertist. NachWahl von Uy, gilt automatischdasso(c) = 0 ist.
Dasist abernachder Wahlvon ¢ unmdglich,undwir habereinenWiderspruchkonstruiert.

O

)eH%aF@»wm

t=0

KOROLLAR 6.4.2 DasUrbild ¢;1(z) ist eineUntervarietato,, C U,, die jedeFaser
von, in genaueinemPunktsdneidef. O

6.5. Der Auswertungsmoiphismus:, und die Tangentialatbildung 7,

Wir werdenin diesemAbschnittdie Tangentialabbildung,, die wir im Kapitel 5:2
definierthaben,ausfihrlicherstudieren. Ein Satz,der Grothendieckzugeschriebemvird,
aberwahrscheinlichélterist, zeigt, dassalle VektorbiindeliberP; in einedirekte Summe
von Geradenbuindaufspalten.Wir untersuchernier denSpaltungstypler Einschrankung
Tx|e, weil dieseSpaltunginformationeniiberden Deformationsrauntiefert. Dasfolgen-
de Lemmazeigt, dassdie Deformationenvon Kontaktgeradein einemsehrstarlen Sinne
unobstruiertsind. RationaleKurven, fiir die das Tangentialbuindewie in (6.5.1) zerfallt,
nenntman“Standardkuren”. DieseKurven spielenin vielen Arbeitenbeim Studiumder
TangentialabbildunginewesentlicheRolle.

LEMMA 6.5.1 Wennz € X einallgemeinerPunktist undwenn{ eineKontaktgerade
ist, die z enthalt,dannzerfélltdie EinschrankungT'x |, wie folgt.

(6.5.1) Tx|e = 04(2) ® 0, (1)®" ' @ OF™T!

BEweEls. Esfolgt direktausderDefinition5.2.1derKontaktstrukturdassF = F* ® L
ist. Weil aberL|, = O,(1) ist, und weil VektorbiindeliberP; immerin direkte Summen
von Geradenbundelrerfallen, kbnnenwir schreiben

n

Fle= @ (Oc(a:) ® O(1 - a;)),

i=1

wobeia; > 0. Esfolgt, dassdie Zerlegungvon F|, genaun positive Eintradgeenthalt.Dies
wiederumzeigt, dassdie Zerlegungvon T'x | mindestens: positve Eintragehat. Um die
Argumentatiorzu beendenbeachterwir, dassTx |, nach[B?, prop. 1.1] nef ist und dass
Cl(Tx|g):—Kx.€:n+1iSt. O

SWir vermeiderdie BezeichnundSchnitt”, weil a priori nichtklar ist, dassH, normalist. Damit sind o
und H, nichtnotwendigerweisésomorph.
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Als Korollar zu demvorhegehenderLemmaerhaltenwir, dasssovohl der Auswer
tungsmorphismus,, : U, — X als auchdie Tangentialabbildung, : H, — P(T%|.)
immersv sind. Weil alle Kontaktgerader#-integral sind, ist dasBild der Tangentialabbil-
dungautomatisctin P(F*|;) enthalten.

KOROLLAR 6.5.2 Wennz € X einallgemeinerPunktist, danngilt

(1) Die UntervarietatH, C H istglatt.

(2) Der universelle Morphismus., : U, — locus(H,) C X ist auBerhalbeines
Sdnitteso,, derzuz kontrahiertwird, einelmmession,die U,, birationalaufdas
Bild abbildet.

(3) Die Tangentialabbildungr, : H, — P(F*|;) istebenfallseinelmmeision.

BEWEIS. Wir betrachterdasfolgendeDiagramm.

Lz

ﬂ

U, locus(H,)

T
P, -Bilindel

R

z Normalisierung
ﬁ':c

P, -Blndel

-~

nH
_—
z Normalisierung

R

P(F*]2)

NachdemGlattheitssatzPropositiond.3.5ist die VarietatH, glatt. Also ist auchU, glatt,
undesmachtiiberhauperstSinn, davon zu sprechendassi, | , . immersv ist. Die Tat-
sachedassi, |y, undr, immersi sind,folgt fur Standardkuren aus[36, props.1.3.4
und11.3.10]. Die Birationalitétvon:, wurdeim Satz3.3.1bewiesen.Esbleibtalsonoch,zu
zeigendassH,, glattist. L

Zu diesemZweck erinnernwir an dasKorollard,3.4 weil alle Kurven?¢ € H, glatt
sind, ist die Normalisierungsabbildungg bijektiv. Weil U, undU, aberP;-Biindelsind,
mussauchdie Normalisierungyy bijektiv sein.

Konsequenzdie Einschrankungyz |\, ist bijektiv undimmersv, alsoein Isomor
phismus.Also istU,, \ nu (0« ) glatt. Weil U, abereinP;-Bundeluber H,, ist, mussdann
auchH, glattsein. O



KAPITEL 7

Kontaktmannigfaltigk eitenmit by(X) = 1

In diesemKapitel ist X eine projektive Kontaktmannigdltigkeit mit b,(X) = 1. Im
Hinblick auf denSatzb.5.4ist dieserFall ohnehinder InteressantesteDie Methodendes
voranggangenerKapitelslassersich fur Mannigfaltigkeitenmit b, = 1 besondergut an-
wenden. L

Das Ziel in diesemKapitel ist es, C. LeBrunsEindeutigleitsvermutungb.4.6 zu be-
weisenunddurchAusnutzunglerspeziellenGeometrievon Kontaktmannigdltigkeitenden
Satz3.2.1berdie Tangentialabbildung,, zuverbessernwir werdenzeigen dassdie Tan-
gentialabbildungnicht nur endlich, sondernsogar generischinjektiv ist — vergleichedie in
derEinleitungaufgevorfeneFrage(4). Schliel3lichwerdenwir einegenauerdeschreibing
desOrteslocus(H,) geben.DieseBeschreibing kannals zusatzlicheEvidenzfir die Ver
mutung5.4.5gesehenverden.

Wir schlieBendenFall X = P,,; nachwie vor ausund verwendernweiterhin die

Annahmerb.1.3

7.1. Eindeutigkeit von Kontaktstruktur en

Wennz € X ein allgemeinerPunktist, dannwerdenwir zeigen,dassdie Kontakt-
Distribution F'|, durchdie TangentialrfAumen Geraderdurchz erzeugtist. Mit anderen
Wortenwerdenwir zeigendassdasBild der Tangentialabbildung

Ty : Hy — P(F*|,)
nicht linear entartetist. Als unmittelbareKorollar ergibt sich, dassdasHyperebenenfeld
F ausdenGeraderrekonstruiertwerdenkannund alsokanonischvorgegebenist. In dem
Beweiswerdenwir die Deformationervonlocus(H, ) untersucherdie entstehenwennman
denBasispunktr bewvegt. Dazuist essinnvoll, die folgendeNotationeinzufihren.
NOTATION 7.1.1 Betrachtadie Inzidenz\arietat

V:={(a',z") € X x X |z" € locus(H,)}.

Eine elementardkechnungeigt,dassV eineabgeschlossergntenarietatvon X x X ist.
Wir nennerV die “Inzidenz\arietatder GeraderdurchfestePunkte”.

Wir bezeichnerie kanonischetProjektionemmit =y, 72 : V. — X. Danngilt fur jeden
Punktz € X die (mengentheoretisch§leichung

ma(m () = locus(H,).
Es kann naturlich vorkommen,dassdasschementheoretiscHérbild 7=~ (z) fur spezielle
Punktez € X nichtreduziertist.

WennY C Y eineTeilmengeist, werdenwir die Einschréankungr; ' (Y") haufigmit
V' |y bezeichnen.
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_gn~t
o™

ABBILDUNG 7.1.1. Deformationvonlocus(H,)

DasfolgendeLemmazeigt, dasssichder Ort locus(Hx)_t_a_tsachlicrbeNegt, wennwir
denBasispunkbewegen. Die Aussagést in derAbbildungi7.1.1illustriert.

LEMMA 7.1.2 EsseiA eineEinheitskeisstieibemit Koordinatet undy : A — X
eine Einbettung Dann existiert eine offeneMenge V° C V|, (a), So dassmy(V?) eine
Untermannigfaltigkit der Dimension

dim (V) =n41
ist. Der Satzvon Frobeniuszeigtinsbesondes; dassmo(V?) nicht F-integral ist.

BEwEIS. Wir habenin Propositionp.3.1 gesehendassdie Abbildung |y &qui-
dimensionalvon relatver Dimensionn ist. Damit ist V' eine wohldefinierte Familie
von algebraischerZykeln im Sinnevon [3@ [.3.10] und die universelle Eigenschaftder
Chaw-Konstruktionliefert einenMorphismusg : X — Chow(X) in die Chowv-Varietét
von X, so dassV der Riickzugder universellenFamilie tiber Chow(X) ist. Weil nun
dimlocus(H;) = n < dim X ist, ist esklar, dassdasBild von ¢ nicht ein einzelnerPunkt
ist. Indemwir die Annahmeb.(X) = 1 benutzengerhaltenwir, dassdie Abbildung ¢ end-
lich ist. Da zwei reduziertealgebraischezykeln abergenaudanngleich sind, wenndie
Tragerubereinstimmenrhedeuteties,dassir einengegebenerallgemeinerPunktzy € X
hochstengndlichviele Punkte(z;);—1.. x existierenfur die

locus(Hy,) = locus(H,,)

gilt. Esgibt alsoeineoffeneMenge,wo die Tangentialabbildun@'r, denmaximalenRang
n + 1 hat. WennV? C V], (a) eineoffene Mengeist, auf der ;|0 eineEinbettungist,
dannhatm(V?) die Dimensionn + 1. Die Behauptundolgt. 0

SATz 7.1.3 Wennz € X einallgemeinePunktist, dannist F|, vomBild der Tangen-
tialabbildungr, aufgespannt.

BEwEIS. UnserArgumentinvolviert eineAnalyseder Deformationenvonlocus(H,),
die entstehenwennmandenBasispunkiy variiert. Wir werdeneinenWiderspruchsbheeis
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fuhren und annehmengdassder Satzfalschist. Unter dieserAnnahmewerdenwir gi_n
Familie von MorphismenP; — X konstruierendie der Aussageder Proposition'_. .

e
?
widerspricht.

Als erstenSchritt konstruiererwir eine Abbildung v, auf die dasLemmai’.1.2 ange-
wendetwerdenkann. Wennwir annehmendassdie AussagalesSatzedalschist, kdnnen
wir eineanalytischeoffeneUmgelungU = U(z) C X undein UnterbundelF’ C F|y
finden,sodass

(1) far alle Punktey € U die VektorraumeF'|, und Span(Imager,) C F|, be-
zuglich desnicht-degenerierterO’Neill-TensorsN : F @ F — L, der mit der
Kontaktstruktukommt, orthogonakind.

(2) alle Geradendie U schneidenglattsind.

Indem wir U notigentlls verkleinern, kdnnen wir annehmen, dass ein nirgends-

verschwindende¥ektorfeldv € H(U, F') existiert. Wenny € U alsoirgendeinPunkt
istund{ eineGeradegdie y enthalt,danngilt automatisch

(7.1.1) Tely L 9(y),

wobei“ 1" wiederbedeutetorthogonabeziiglichdesnicht-entartetei®’Neill-Tensors Es
sei A eineEinheitskreisscheibend mit Koordinatet und~ : A — X eineintegraleKurve
von7 mit y(0) = z.

Wir bezeichnerdie Familie von Morphismen,die die Kurvenvon H parametrisieren
mit # C Homg;, (P1, X). Setze

Ha:={f e H|f([0:1]) ev(A)}.
Wennua @ Ha x Py — X deruniverselleMorphismusist, dannfolgt direkt ausder
Konstruktion,dass

pa(Ha x P1) = ma(V]ya)) D v(A)
ist. Weil 72 (V9) nicht F-integralist, existiertfur einenallgemeinerPunkt(f,p) € Ha xP;
ein Tangentialektorw € TyAx]P’J(f,p)' sodassdasBild der Tangentialabbildungichtin
F liegt:

Tpa (W) ¢ F.

Wir zerlggenw = o' + ", wobeiw' € Tp |, undw” € Ty, | ist. Weil f(IP1) jetztaber
F-integralist, folgt sofort,dassT'ua (@') € F ist. Daswiederumliefert

(7.1.2) Tua(w") € F.
Als nachsterSchrittwahlenwir eineFamilie von Morphismen

ﬂ:A—>HA
t'—),Bt

(3.) -
t=0

ot
ist. Weil 2 nachdenBemerkungeraus Abschnittil.3.3an der Stelle f glatt ist, ist dies

immer moglich. Wenno € H®(Py, f*(Tx)) der Schnittist, der zu demTangentialektor
4" = TB(Z|i1=0) gehortundwenno’ := f*(6)(c) € H°(Py, f*(L)) ist, danngilt das
Folgende.

so,dassBy = f istundso,dass
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(1) Esfolgt ausder Formel (7.1.2) und aus[36, prop.11.3.4], dasso’ nichtidentisch
verschwindet.

(2) Bei [0 : 1] € Py qilt o([0 : 1]) € f*(Tya)) C f*(F). Insbesondergilt
a'([0:1]) =0.

(3) Wennz einelokaleKoordinateumP; um[0 : 1] ist, dannfolgt ausderOrthogona-
litat (7.1.7), dassZ|jp.1] € £*(F) undo([0 : 1]) € f*(F") orthogonabeziiglich
desnicht-entartetei®’Neill Tensorssind.

Die Punkte(2) und (3) stellensicher dasswir die Proposition6.2.2auf die Familie 8, an-
wendenkdnnen. Da der Schnittg’ nicht vollstandigverschwindet,sagtdie Proposition,
dasso’ bei [0 : 1] eineNullstelle von Ordnungmindestengwei habenmuss. Andererseits
ist o' aberein Schnittin f*(L), und diesesBundel hat Grad eins. Wir habenalso einen
Widersprucherreicht,undderBeweisvon Satzv. 1.3ist damiterbracht. 0

Es folgt, dasses nur zwei Arten von Kontaktmannidltigkeiten gibt, auf denendie
Kontaktstruktumnicht eindeutigfestgel@t ist.

KOROLLAR 7.1.4 (Eindeutigleit von Kontaktstrukturen) Die Vermutungb.4.3 von
C. LeBrunuberdie Eindeutigleit von Kontakstruktuenist richtig.

Wenn X irgendeinekomplece projektive Kontaktmannigfaltigiit mit mehr als einer
Kontaktstrukturist, dann gilt entwederX = P,,,; oder X = P(Ty) fur eine Mannig-
faltigkeit Y deren Tangentialbundelly Automorphismetbesitzt.

Wir verweiserauf[34, sect.2.6] fiir eineBeschreilbing der unterschiedlicheiontakt-
strukturenaufP(Ty ).

Bewels. NachDemaillys Satz'5 5 3|st daskanonischeBiindel K x nicht nef. Falls
bo(X) > 1 ist, habenwir in Satz5.5. 4gesehendassX ~ P(Ty) ist. Wir kdbnnendaher
ohneEinschrankungler Allgemeinheitannehmengassb,(X) = 1 und dassX deshalb
Fanoist. L

In dieserSituationzeigtder Satz7.1.3 dassF kanonischgegebenund deshalbinsbe-
sonderesindeutigist. O

7.2. Die Injekti vitat der Tangentialabbildung 7,

Um die generischénjektivitat der Tangentialabbildungu zeigen,ist wesentlichmehr
Arbeit nétig. Wir formalisierendasHauptagumentausdem Beweis desSatzes'? 1 3und
konstruiererzunachsSchnitteim Rickzugvon L auf die universelleFamilie U,. Der Au-
tor hofft, dassdieseKonstruktionspaterdabeihelfenkann,die Fragenachder projektiven
NormalitatdesBildesder Tangentialabbildungu kléaren.

LEMMA 7.2.1 Wennz € X einallgemeinerPunktist, danngibt eseinennatirlichen
\ektorraummorphismus

s: Tx|y — H° (Uz, (L)),
sodassdie Gleichheit
$(V)loo = 2(6(7))
besteht

1Beachtedazu,dass. (L) o, trivial ist.
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BEwEIS. Wenn{ € H, einebeliebigeGeraddst, dannist der Kernder Auswertungs-
abbildung

e: HO(E,TXu) — Tx|m

nachKorollarB.2.4in H°(¢, F|,) enthalten.Weil dasVektorraumbtndeT’x |, nachLem-
mab.5.1globalerzeugist, ist die Abbildunge surjekti, undwir erhaltereinenvektorraum-
morphismus

se: Tx|s — H°(¢, L)

Eine elementardJberlegung, die wir demLeseriiberlassenzeigt, dassdie Vereinigungen
(s¢())ecm, fur jedenTangentialektor ¥ € Tx|, einenSchnitts(¥) € H®(U,,:%(L))
liefert. O

FurspezielleTangentialektoreny kdnnenwir denSchnitts(¥) néherbeschreiben.

LEMMA 7.2.2 Wennoo, = ¢, !(z) C U, der Scnittist, dervon., kontrahiertwird,
undwennd € F, \ {0} ist, dannlstderzu$( v) gehdendeDivisor gegebenals

Div(s(?)) = 0o + k - (74 0 m2)* (D)

wobeik € NT undD € |OP(F*|I)(1)| die Vereinigungder Tangentialrichtungenin F'|z ist,
die orthogonalzu# sind.

BEwEIls. Weil derRuickzuge’ (L) die Fasernvon m,, mit Multiplizitat 1 schneidetind
weil die Schnittes(v) fur ¥ € F|, aufjedenFall aufo, C U, verschwindenist esklar,
dassDiv(s(7)) vonderFormos, + k- w%(D') seinmusswennwir zeigendasss(v) genau
dannauf einer Gerade? € H, verschwindetwenn® und Ty|, orthogonalsind. Aquiva-
lent: dasLemmaist bewiesen,wennjeder Schnitto € H°(¢, Tx|,) mit o(z) = ¥ genau
dannin HO(E , F'|,) liegt, wenndie Orthogonalitagilt. Dasist abergenaudie Aussagedes
Korollar56 2.4 O

KOROLLAR 7.2.3 Die Abbildungs : Tx|, — H°(U,,:(L)) ist injektiv und das
lineare Systenjc(L)| ist basispunktfei.

Bewels. NachLemmar.2. 2|std|e Einschrankung|r|, injektiv, undderBasisortdes
linearenUntersystemgs(v ))veF| ist genauder kontrahierteSchnitto.,. Die Behauptung
ist alsobewiesenwennwir beobachterdassir jedenTangentialektorv € Tx|,, dernicht
in F|, liegt, derSchnitts(v) € H°(U,,%(L)) nichtaufo verschwindet. O

PrROPOSITION 7.2.4(Injektivitat derTangentialabbildung)Die Tangentialabbildungr,
ist generist injektiv, alsobirational auf dasBild.

Bewels. Wie zuwor werdenwir einenWiderspruchsheeisfuhren. Dazufixierenwir
einengenerischefPunkty € locus(H,). NachSatz3.3.2gibt esdanngenauveineKontakt-
gerade/,, die z undy enthalt. Wir nehmeran,dassr, nichtgenerischnjektiv ist.

WenndieseAnnahmegilt, dannfindenwir einezweiteKontaktgeradd’y € Hy, diex
nichtenthalt,aberbei y tangentialan¢, ist. Wir behauptendasst;, C locus(H,) ist. Weil
locus(H,) aberLegendresclist, ist der Tangentialraunti,..s(x,) beiy selbst-orthogonal;
dieEinschrankungV|z, .. ._,|, istalsoidentischNull. Insbesondergilt die Orthogonalitat

Téﬁy L T’locus(Hz)|’y
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ABBILDUNG 7.2.1. Zum BeweisderProposition7.2.4

Dieserlaubtuns,die Propositior.2.2anzuwendenWie zuvor wahlenwir eineanalytische
offeneUmgelungUx C locus(H,) undeineLiftung Uz C Homy,, (P, X), sodassder
eingeschranktaniverselleMorphismus

o xqoay: Un — X
£ f(0:1])
einenlsomorphismud/z; — U induziert. Wir erkennendurch Anwendungder Proposi-
tion 6.2.2und der Bemerkungp.2.3 dassdasBild u(Uy x P;) F-integral seinmuss. Da
u(Us, x Py) aberbereitsdie Legendreschéintermannigéltigkeit U enthalt,emibt sich,dass
w(Up x Py) C locus(H,) seinmuss,unddie Behauptund;, C locus(H,) folgt.

Als nachsterSchritt betrachterwir die strikte Transformierte@ von Z; in U,. Diese
Kurve ist keineFaserder Abbildungn, : U, — H,, weil Z; denPunktz nicht enthalt.Die
KurveZ; schneidetlie strikte TransformierteZ,, von ¢, abertangentiaim Urbild vony. Wir
behauptendassdiesnicht méglichist, sodassein Widersprucherreichtist.

Um diesenWiderspructzu erkennen peachterwir, dass (L) die Kurve Z; mit Multi-
plizitat 1 schneidetyeil die Abbildung:, : U, — locus(H,) birationalist. Auf deranderen
Seitekdnnenwir nachLemmai.2.2einenVektor € Tx|, finden,sodassder zugehérige
Schnitts(#) € HO(U,,1%(L)) zwaraufderFaser/,, nichtaberaufderKurveZ; verschwin-

det. Also schneidetlie Kurve Z; denDivisorDiv(s(¥)) tangentialunddie Schnittzahkann
nicht1 sein. O

7.3. Die Normalisierung von locus(H,)

Wir werdenjetzt zeigen dassdie Normalisierungvonlocus(H,,) fir einenallgemeinen
Punktz € X stetsisomorphzu einemKegelist.

ProPOSITION 7.3.1 Wennz € X einallgemeinerPunktist, dannist die Normalisie-

—~—

runglocus(H,) vonlocus(H,) ein Kegel.
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BeEwels. DasZiel derjetztfolgendenArgumentatiorist es,ein Kriterium von J. Wahl
[46] anzuwenden:eine projektive, normale Varietatist ein Kegel, wenn es ein Vektor
feld gibt, dasauf einemamplenDivisor verschwindet. Wir werdeneine C*-Wirkung auf

locus(H,) konstruierendie auf einemCartierDivisor D verschwindetder denRiickzug
n*(L) erzeugunddeshalbampleist.

Dazuwahlenwir einenTangentialektor ¥ € T'x|,, dernichtin F|, enthaltenist und
erhaltennachLemmar.2.1einenSchnitts(#) € H(U,,:*(U,)). Weil .*(L) die Fasern
von m, mit Multiplizitat 1 schneidetund weil .*(L)|,, trivial ist, ist der zugehdorigeDi-
visor Div(s(¥)) € Div(U,) ein Schnittog C U,, derdisjunkt zu o, ist. Diesebei-
dendisjunktenSchnitteerlaubernuns,ein Geradenbiindelf € Pic(H,) zu finden,sodass
U, = P(On, @ G) isf. Diesedirekte Summenzerlgungliefert eine C*-Wirkung auf U,
die die Schnittesy und o, punktweisefixiert; dazulasserwir C* durchHomothetienauf
denerstenSummandei® g_ wirken.

Die Auswertungsabbildung, faktorisiertnachder universellenEigenschafder Nor-
malisierungwie folgt:

la

—_—~—

U, ——~ locus(H,) locus(H;) C X

n
—_—
Normalisierung

Weil die Auswertungsabbildung, nachKorollar8.5.2auRerhallvon o, bereitsimmersi
ist, entsprichtdie Faktorisierung, = n o a geradeder Stein-Faktorisierungvon ¢,,, undder
Morphismusa ist aul3erhallvon o, sogarisomorph.

In dieserSituationliefert der Satz[21, 1.1.6, prop. 2] eineC*-Wirkung auflocus(H,),
sodassa aquivariantist. DieseWirkung wird dasBild «(og) alsowiederpunktweisefixie-
ren.

Wir erinnerndaran dasse: nachKorollarb.5.2in einerUmgehungvon o isomorphist.

Also ist a(og) im glattenOrt von loch—s\(_f{z) enthalterund demnaciCartier Konsequenz:
dasGeradenbUndeD, | il )( a(09)) istisomorphzu demamplenGeradenbunde}* (L),

undderBeweisist erbracht O

2Wir erinnerndaran,dassH, nachKorollar :§_§_'Zglattist.
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