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Einleitung

Eine Fano-Mannigfaltigkeit D ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, derenantikanoni-
schesBündel Y[Z;\ ampleist. Die Fano-MannigfaltigkeitenundFano-Varietätenspielenin
derhöherdimensionalenalgebraischenGeometrieeineSonderrolle,weil die Mori-Theorie
voraussagt,dassjedeunigeregelteVarietätbirationalzu einemFaserraumist, dessenallge-
meineFasereineFano-Varietätist, die höchstensterminaleSingularitätenhabenkann.

EinerderAnsätzebei derUntersuchungeinerFano-Varietät D ist dasStudiumder ra-
tionalenKurven, die in D enthaltensind. DieserAnsatz ist durch S. Moris Arbeit [43]
motiviert, in derdie Hartshorne-Frankel-Vermutung (“Der projektive Raumist die einzige
projektive Mannigfaltigkeit mit amplemTangentialbündel.”) bewiesenwird. Moris Beweis
beruhtim wesentlichenauf einerneuartigenMethode,die Existenzvon rationalenKurven
auf projektivenMannigfaltigkeiten D zu beweisen,wenndaskanonischeBündel Z;\ nicht
nef ist. Mori konstruierteinenRaum,der die Kurven parametrisiert,und betrachteteine
Komponente,die zu denrationalenKurvenvom minimalenGradgehört.EinegenaueUn-
tersuchungderTeilfamilie derminimalenrationalenKurven,die einenvorgegebenenPunkt
enthält,liefert danndasErgebnis.

Seit dieserArbeit ist dasStudiumder rationalenKurven vom minimalenGrad eine
Standardmethodebei derUntersuchungderjenigenprojektivenMannigfaltigkeiten,die von
rationalenKurvenüberdecktsind.

Dieser Ansatz ist besondersfruchtbar, wenn spezielleMannigfaltigkeiten vorliegen,
so dassman Zusatzaussagenüber die rationalenKurven hat. Ein Beispiel sind die Ge-
radenauf Kontaktmannigfaltigkeiten,die wir im Kapitel 6 näherbetrachtenwerden,aber
dasHauptbeispielsind Fano-Mannigfaltigkeiten,die “prim” sind. DabeiheißteineFano-
Mannigfaltigkeit D “prim”, wenn es eine Einbettung ]_^`D a +�b gibt, so dassdie
Bilder der minimalenrationalenKurven Geradenim +cb sind. Äquivalentkönnenwir sa-
gen,dasseineFano-Mannigfaltigkeit D prim ist, wennesein sehramplesGeradenbündeldfeVg�h 1i79DE< gibt, dasdie untersuchtenKurvenmit Multiplizität 1 schneidet.Beispielefür
Fano-Mannigfaltigkeiten,dieprim sind,sinddie homogenenrationalenRäume.

Natürlich ist nicht jedeFano-Mannigfaltigkeit prim, undesist nicht einmalklar, wann
es ein (nicht notwendigerweisesehramples)Geradenbündel

djekg�h 1i79DE< gibt, welches
die minimalenrationalenKurvenmit Multiplizität 1 schneidet.Ein solchesGeradenbündel
scheintfür alle demAutor bekanntenBeispielevon Fano-Mannigfaltigkeitenzu existieren;
ein allgemeinesExistenzresultatgibt esabernicht.

Es ist in diesemZusammenhangsinnvoll, die Geometrievon Familien von rationalen
Kurvenvon minimalemGradzu studierenunddabeigelegentlichdie Zusatzannahmezuzu-
lassen,dasseseinGeradenbündel

d
gibt, dasdieKurvenmit kleinerMultiplizität schneidet.

Insbesondereist esinteressant,Antwortenaufdie – etwasphilosophische– Fragezugeben,
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2 EINLEITUNG

inwieweit die Geometrievon Familienvon minimalenrationalenKurvenderGeometrieder
Geradenim projektivenRaumähnelt. DieserProblemkreisumfasstunteranderemdie fol-
genden,etwaspräziseren,Fragen.

(1) WenneineFamilie von rationalenKurvenvon minimalemGradgegebenist, sind
die zugehörigenKurvendannim allgemeinenglatt? Gibt eseineobereSchranke
für dieDimensionderTeilfamilie,diesinguläreKurvenbeschreibt?

(2) Wennwir einenPunkt W vorgeben,dannkönnenwir einerglattenminimalenratio-
nalenKurve l , die W enthält,denTangentialraummon�p : zuordnen.Wir erhaltenso
einerationale“Tangentialabbildung”

?@:q^
r min. ratl. Kurvendurch Wcsut@t�vu+w79myx\ p :2<
EineUntersuchungderbekanntenBeispielevon Fano-Mannigfaltigkeitenlegt die
Fragennahe:Ist die Tangentialabbildungein Morphismus?Ist dasBild derTan-
gentialabbildungprojektiv normal? Wann ist dasBild der Tangentialabbildung
linearentartet?

(3) WenneineFamilie von rationalenKurvenvom minimalenGradgegebenist, und
wennzweihinreichendallgemeinePunkteW und U gegebensind,wie vieleKurven
gibt esdann,die sowohl W alsauchU enthalten?Wannist eineminimalerationale
KurvedurchzweiPunkteeindeutigbestimmt?

(4) Wenn ein allgemeinerPunkt W e D und ein Tangentialvektor z{ e m|\;p : vor-
gegebensind, wie viele minimale rationaleKurven gibt esdann,die denPunktW enthaltenund dort tangentialan z{ sind? Wannist die Tangentialabbildung?4:
injektiv?

Singuläre rationale Kurven. Die meistendieserProblemesind direkt oder indirekt
mit der Fragenachder Existenzvon singulären rationalenKurven verknüpft. So zeigt et-
wa ein Kriterium von Y. Miyaoka (Satz3.3.1auf Seite28), dasseineminimale rationale
Kurve durchzwei Punkteeindeutigbestimmtist, wennalle minimalenrationalenKurven
an denbetreffendenPunktenglatt sind. Es ist deshalbfür unsvon Interesse,die Teilfami-
lie im Raumder minimalenrationalenKurven zu untersuchen,die die singulärenKurven
beschreibt.Weil polarisiertesingulärerationaleKurvenim Vergleichzu 7$+~}@�)� +�� 7��
<�< über
wesentlichmehrStrukturverfügen,wird dieGeometriederFamilienvonsingulärenKurven
wesentlichrigidersein.

Im Kapitel 2 werdenwir deshalbein Kriterium (Satz2.2.1auf Seite17) dafürangeben,
dasseinekompakte,projektive Familie von singulärenrationalenKurven nicht-reduzierte
Fasernhat.Weil dieFamilienvonsingulärenKurven,diewir alsTeilfamiliedesRaumesder
minimalenrationalenKurvenerhalten,aberstetskompaktsind,undnurgenerischreduzierte
Fasernhaben,liefert dasKriterium erheblicheEinschränkungenandie möglichenTeilfami-
lien. Weil abgeschlossene,nicht-kompakteFamilienvon rationalenKurven traditionell als
“spaltend”bezeichnetwerden,kannmandenSatz2.2.1alsein “Spaltungskriterium”auffas-
sen.DiesesKriterium ist daswesentlicheResultatdeserstenTeilesdieserArbeit. Eskann
alsnatürlichesPendantdesBend-and-Break-Argumentesvon S.Mori verstandenwerden.

Im Kapitel3 werdenwir dasSpaltungskriteriumaufdieTeilfamiliederminimalenratio-
nalenKurvenan,die singulärsind.Damit könnenwir vielederobenaufgeworfenenFragen
beantworten.Als unmittelbareAnwendungerhaltenwir eineCharakterisierungdesprojek-
tivenRaumes,die einigederbekanntenResultateverbessert.Die ErgebnissedesKapitels3



EINLEITUNG 3

setzennicht voraus,dassD eineMannigfaltigkeit ist; mit AusnahmederCharakterisierung
desprojektivenRaumesgeltenalleSätzeauchfür projektiveVarietäten,dienichteinmalnor-
mal seinmüssen.Am EndedesKapitelsgebenwir ein Beispielvom Y. Miyaoka,daszeigt,
dassalle Ergebnissescharfsind. BessereResultatekannmandemnachnur erhoffen, wenn
manzusätzlicheKompaktheitsannahmenmachtoderdieRegularitätvon D voraussetzt.

DasSpaltungskriteriumkannauchals ein notwendigesKriterium für die Projektivität
einesBündelsvon singulärenrationalenKurven verstandenwerden. Daswirft die Frage
auf, ob es eine vollständigeCharakterisierungder projektiven Bündel gibt. Eine solche
Charakterisierungwird im Kapitel 4 gegebenwerden. Dabeiwerdenwir unsim Hinblick
auf die Ergebnisseder Kapitel 2 und 3 auf Bündel von singulärenebenenKubiken über
glattenKurvenbeschränken,weil nur solcheBündelin unsererSituationauftreten.Eswird
sichzeigen,dassdie MengederprojektivenBündelwederoffen nochabgeschlossenin der
MengeallerBündelist. DasResultatkannauchalseineAussageüberdieModuli derBündel
von singulärenKurvenaufgefasstwerden.

Kontaktmannigfaltigkeiten. Ab demKapitel 5 werdenwir die rationalenKurvenauf
komplexenKontaktmannigfaltigkeitenbetrachten.KontaktmannigfaltigkeitensindMannig-
faltigkeiten,auf denenein nicht-entartetesHyperebenenfeldexistiert. Die Geometriedie-
ser Räumeist besondersreich, und Kontaktmannigfaltigkeiten sind von erheblichemIn-
teresse,weil sie als TwistorräumeüberRiemannschenMannigfaltigkeitenmit quaternion-
KählerscherHolonomiegruppeauftretenund deshalbfür die Klassifikationder Riemann-
schenMannigfaltigkeiten mit speziellerHolonomieganz wesentlichsind. Das Kapitel 5
dientderEinführungin denProblemkreisundderDarlegungderbekanntenErgebnisse.

In Kapitel 6 werdenEigenschaftender Familie der minimalenrationalenKurven auf
einerKontaktmannigfaltigkeit bestimmt.Dabeiwird die Charakterisierungdesprojektiven
RaumesausKapitel 3 verwendet,um zu zeigen,dassdaskanonischeBündel Y[Z;\ in allen
interessantenFällenstetseinVielfacheseinesGeradenbündels

d
ist, welchesdieminimalen

Kurvenmit Vielfachheit1 schneidet.Auf deranderenSeitewird dasBündel
d

isomorphzu
demQuotientendesTangentialbündelsnachdemHyperebenenfeldsein.Diesesehrspezielle
Geometriegibt erheblicheEinschränkungenandie Möglichkeiten,eineminimalerationale
Kurve auf einerKontaktmannigfaltigkeit zu bewegen. Durch ein genauesStudiumdieser
Beschränkungenkönnenwir einigeder AussagenausKapitel 3 verbessern.Dies betrifft
vor allemdie Dimensionsabschätzungfür die Teilfamilie dersingulärenrationalenKurven.
Zusätzlichkönnenwir zeigen,dassdieTangentialabbildung?@: generischinjektiv ist.

Weil nachdemResultatderArbeit [34] alle projektiven Kontaktmannigfaltigkeiten D
mit ACB 79D"<V��G stetsvon der Form D��F +w79m���< sind, wobei m�� dasTangentialbündel
einer projektiven Mannigfaltigkeit � bezeichnet,sind die Kontaktmannigfaltigkeiten mitACB 79D"<�F�G von besonderemInteresse.DieseRäumewerdenin Kapitel 7 untersucht.Das
HauptzieldesKapitelsist derBeweiseinerVermutungvon C. LeBrun: wir zeigen,dasses
aufeinerKontaktmannigfaltigkeit D mit ACB�79DE<�FHG nurdannmehralseineKontaktstruktur
gibt, wenn D �F +�B�,i�K} ist. Schließlichzeigenwir nocheinenSatzüberdie Normalisie-
rungdesOrtesderminimalenrationalenKurven,dieeinenvorgegebenenallgemeinenPunkt
enthalten.

Frühere Veröffentlichungen. Die meistenErgebnissedieserSchrift sind in vorange-
gangenenArbeitenenthalten.DasSpaltungskriterium2.2.1ausKapitel 2 unddie Anwen-
dungen,die im Kapitel 3 gegebenwerden,sindin derArbeit [31] dargelegt; eineÜbersicht
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überdie verwendetenMethodenwurdeschonin demKongressbeitrag[30] gebracht.Die
CharakterisierungderprojektivenBündelvonsingulärenKubiken,die im Kapitel4 gegeben
wird, ist dasErgebnisderArbeit [32]. Die Kapitel6 und7 überdieKontaktmannigfaltigkei-
tengehenim wesentlichenaufdie Arbeit [33] zurück.

Die Ergebnisseüberdie Injektivität derTangentialabbildungauf Kontaktmannigfaltig-
keiten(Abschnitt7.2 abSeite68) unddie NormalisierungdesOrtesderKurven,die einen
festenPunktenthalten(Abschnitt7.3 abSeite70) sindvor dieserArbeit nochnicht veröf-
fentlichtworden.

Spracheund Notation. In dieserArbeit verwendenwir die Sprachederalgebraischen
Geometrie,wie siein demStandardlehrbuch[18] eingeführtwurde.Bei denBezeichnungen
für die ParameterräumeunddenRaumderrationalenKurvenwird unsereNotationmit der
desBuches[36] kompatibelsein.

Um technischeSchwierigkeitenzu vermeidenwerdenwir in dergesamtenArbeit – so-
weit nicht explizit andersvermerkt– ausschließlichVarietätenbetrachten,die über � defi-
niert sind. Die meistenErgebnissederKapitel 2 und3 geltenallerdingsauchüberalgebra-
ischabgeschlossenenKörpernbeliebigerCharakteristik– wir verweisenauf die Originalar-
beit [31].

Danksagungen.Dankschuldeich vor allemThomasPeternellundFrank-OlafSchrey-
er und denMitarbeiternder LehrstühleI und VIII am Institut für Mathematikan der Uni-
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schenForschungsgemeinschaftermöglicht. Ich möchtemich sehrherzlichbei Y. Miyaoka
bedanken, der Gastgeberam RIMS war, und bei denMitgliedern und GästendesRIMS,
die sehrzur produktiven Arbeitsatmosphärebeigetragenhaben. Ich habesehrvon vielen
Diskussionenmit Y. Eliashberg, S.Helmke,S.Kovács,Y. MiyaokaundS.Mori profitiert.

Die ErgebnissedesKapitels 4 wurdenausgearbeitetals ich Gastam KoreaInstitute
for AdvancedStudiesin Seoulwar. Ich möchtemich ebenfalls bei J.-M. Hwang für die
EinladungnachKoreaundfür viele Gesprächebedanken.



KAPITEL 1

RationaleKurvenauf projektivenMannigfaltigk eiten

Die Deformationstheorieder algebraischenVarietätenist ein Teilgebietder algebrai-
schenGeometriein demesdemEinsteigernicht leichtgemachtwird. Obwohl eseineReihe
von Publikationenzu demThemagibt, sinddie meistenErgebnisserechttechnischundder
praktischeNutzenist beidererstenDurchsichtderArbeitenschwerabzuschätzen.Wir stel-
len deshalbin diesemKapitel die für unswesentlichenErgebnisseüberdie Existenzvon
rationalenKurven,denRaumderMorphismenzwischenalgebraischenVarietätenundden
Raumder rationalenKurven zusammen.UnsereHauptreferenzist dasBuch [36], wo die
gesamteTheoriedargestelltwird. Wir werdendie Notation diesesBuchesübernehmen.
S.Moris Arbeit [43] überdie Hartshorne-Frankel Vermutung ist ebenfalls eineempfohlene
Referenz.

1.1. Existenzrationaler Kurven

Einesder wichtigstenResultate,die zum Beweis der Hartshorne-Frankel-Vermutung
führten,ist derSatzüberdie Existenzvon rationalenKurvenauf projektivenMannigfaltig-
keiten D , derenkanonischesBündel Z�\ nicht nef ist. DieserSatzwurdevon S. Mori mit
Hilfe einerReduktionaufKörperendlicherCharakteristikbewiesen.EineKonstruktionvon
rationalenKurven,dieausschließlichüber � arbeitet,ist nicht bekannt.

SATZ 1.1.1(Moris Existenzsatzfür rationaleKurven,[43], [44]). Essei D eineprojek-
tiveMannigfaltigkeit für die Z�\ nicht nefist. Danngibt esauf D einerationaleKurve l für
die gilt: �X�

Y[Z;\�� l���� hI� D�SQG��
Wenn D sogar Fanoist, danngibt esdurch jedenPunktvon D einesolcheKurve. �

1.2. Die Parametrisierung von Mor phismen

Wenn D und � projektiveVarietätensind,dannwerdenwir häufigdieMorphismenvon��a�D parametrisieren,die � birationalauf seinBild abbilden.Tatsächlichexistiert ein
Schema�y/ �;�¡ £¢ 7¤�¥�¦D"< , dessengeometrischePunkte1:1 zu diesenMorphismenkorrespon-
dieren.Desweiterenexistiert ein “universellerMorphismus”

§ ^¨�y/ �;�¡ £¢ 7¤�¥�¦D"<w©ª� a D7�«6�)¬4< ­a «�7¤¬4<(�
Wir verweisenauf [36, chapt.II.1] für ein eingehendesStudiumdes�y/ � -Schemas.
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6 1. RATIONALE KURVEN AUF PROJEKTIVEN MANNIGFALTIGKEITEN

®W
�

ABBILDUNG 1.2.1. DeformationenundVektorfelder

1.2.1. Der Tangentialraum Studium des Hom-Schemas.Wenn D glatt ist, dann
hat der Tangentialrauman �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��DE< eineeinleuchtendegeometrischeInterpretation.
Wenn ein birationalerMorphismus «¨^¯�°a D gegebenist, dann korrespondiertder
(Zariski-)Tangentialraumvon �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥�¦D"< an « auf kanonischeWeisezu Schnittenin8�±i7¤���)« x 79m�\�<�< . DieseKorrespondenzist in der Abbildung 1.2.1gezeigt,wo �³²´D ist
unddasVektorfeldin 8 ± 7¤�¥�)« x 79m|\�<�<�F_8 ± 7¤�¥�¦m|\Xp µw< durchPfeileangedeutetist.

Esgibt eineholomorpheAbbildung

��^ 8 ± 7¤���)«|x�79m�\�<�<�a¶8 } 7¤�¥�)«�x�79m|\�<�<
mit �o7

�
<XF

�
, so dasseineanalytischeUmgebung von « isomorphzu eineranalytischen

Umgebung der 0 in der schementheoretischenFaser �
· } 7
�
< ist. Dashat wichtige Konse-

quenzen:

(1) Die Dimensionvon �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��DE< kanndurchdiefolgendeDifferenzabgeschätzt
werden:

� h0� �y/ �X�¤ I¢ 7¤�¥��DE<�¸�� h0� 8 ± 7¤���)«|x 79m|\O<�<�YE� hI� 8 } 7¤�¥�C«|x�79m|\O<�<
Die rechte Seite der Ungleichung ist die “erwartete Dimension” von�y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥�¦D"< . Wenn � eineKurve ist, ist die erwarteteDimensioneineEuler-
Charakteristikvon « x 79m�\�< und kanndeshalbbequemmit Hilfe desSatzesvon
Riemann-Rochausgerechnetwerden.

(2) Wenn �y/ �X�¤ I¢ 7¤�¥��DE< bei « die erwarteteDimensionhat,dannist �y/ �X�¤ I¢ 7¤�¥��DE<
ein lokal vollständigerDurchschnittunddeshalbinsbesondereCohen-Macaulay.

(3) Wenn 8 } 7¤�¥�C« x 79m|\O<�< verschwindet,dannist �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��DE< anderStelle « glatt.

Wenn ¬ e � und W e D geometrischePunktesind,könnenwir einenvöllig analogen
Parameterraumfür die Morphismenkonstruieren,die ¬ auf W abbilden.DieserRaumwird
mit �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��Dª�)¬`­a¹W�< bezeichnet.Der Tangentialrauman �y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��Dª�)¬`­a¹W�< an
einemPunkt « korrespondiertzu 8 ± 7¤�¥�C« x 79m|\O<iº¼»�½)< , wobei »¯½¾²_�qµ dieIdealgarbedes
Punktes¬ bezeichnet.

1.2.2. Dimension des Hom-Schemas.Im Spezialfall wo D glatt, � �F +~} und« e �y/ �;�¤ I¢ 7$+~}@��DE< ein Morphismusist, dessenBild einenPunkt W e D enthält,liefert
derSatzvon Riemann-Rochdie folgendeuntereSchranke für die DimensiondesDeforma-
tionsraumes:

(1.2.1)
� hI�À¿ ÁCÂ �y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@��DE<°¸ Y¾Z�\�� l~SÃ� hI� D� hI�¼¿ ÁCÂ �y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦Dª��Ä

�
^6GCÅ�­aÆW�<°¸ Y¾Z�\�� l

wobei ly^'FQÇ �XÈ�É Ê 7�«�< ist.
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1.3. Der Raum der rationalen Kurven

Die Gruppe+KË d B , alsodie AutomorphismengruppederprojektivenGerade,wirkt auf
die Normalisierung�y/ � , �¤ I¢ 7$+~}4�¦D"< von �y/ �;�¤ I¢ 7$+�}@��DE< . S. Mori hat in seinerArbeit [43,
lem. 9] gezeigt,dassder geometrischeQuotientim Sinnevon D. Mumford [14] existiert.
Nach[36, thm.II.2.15] existiert damitein kommutativesDiagramm

(1.3.1) �y/ � , �¡ £¢ 7$+~}4��DE<�©¯+~} Ì
Í
ÎyÏJh0Ð ¢ ½ 79DE< Ñ

Ò
D

�y/ � , �¤ I¢ 7$+~}@��DE< Ó Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"<
wobei Ù und Ú prinzipale+KË d B -Bündelsindund Û ein +�} -Bündelist1. Die Einschränkung
des“Auswertungsmorphismus”> aufeinebeliebigeFaservon Û ist einMorphismus,derdie
FaserbirationalaufdasBild abbildet.Wir bezeichnendenQuotientenraumÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE<
alsden“Raumvon rationalenKurvenauf D ”2.

Weil wir denRaum�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@��DE< bei derKonstruktionvon Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< norma-
lisiert haben,gibt esim Allgemeinenkeine1:1-KorrespondenzzwischendenPunktenvonÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< unddenrationalenKurvenauf D : Esist möglich,dassesmehrerePunkte
auf Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< gibt, die dieselbeKurve bezeichnen.Dasfolgende,triviale Beispiel
zeigt,wie soetwaspassierenkann.

BEISPIEL 1.3.1. Essei DÜ^ÝFÞ�´©À+�} , wobei � einenicht-rationaleKurve ist, sodass
die NormalisierungsabbildungßÞ^_à�áa � nicht bijektiv ist. Weil die Bilder rationaler
Kurven nachdemSatzvon Lüroth wieder rationalsind, sind die rationalenKurven in D
genaudieFasernderProjektionsabbildungÛ"^ D¨aj� . Also ist derRaumÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE<
kanonischisomorphzu à� , obwohl dieMengederrationalenKurvenzu � korrespondiert.

Die MengederKurven,die zu mehralseinemPunktin Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< gehören,ist
immerhinabgeschlossen.Wir werdentrotz diesesSachverhaltesin Situationen,in denen
Missverständnisseunwahrscheinlichsind,häufigPunktein Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< unddie zuge-
hörigenKurvenin D mit demselbenSymbolbezeichnen.

1.3.1. Rationale Kurven, die einenvorgegebenenPunkt enthalten. Wir werdenim
Folgendenhäufig nur solcheKurven betrachten,die einengegebenenPunkt W enthalten.
Dazuist die folgendeNotationsinnvoll.

NOTATION 1.3.2. Wennein Familie 8�²âÔ È�ÕC× 3JØ Ð Ê 5 , 79D"< undein Punkt W e D ge-
gebenist, dannbezeichnenwir die abgeschlosseneUnterfamilie von Kurven,die denPunktW enthalten,mit 8;: :

8;:�^'FH79Û�7¤> · } 79W�<�<�ã¯8E<�ä$å�æ
�
1Ein ç2è -Bündelist für unseinglatterMorphismusdessenFasernisomorphzu ç
è sind.Wir nehmennicht an,

dassdasBündelin derZariski-Topologielokal trivial ist.
2 Der Buchstabe“ é ” in êcë)ì�í|î�ï9ðCñ�ò¤ó ist vielleicht etwasirreführend.Das“ é ” hatnichtsmit derDimension

von ô zu tun, sondernweist daraufhin, dassder Parameterraumisomorphzur Normalisierungeinergeeigneten
quasiprojektivenUntervarietätderChow-Varietätvon õ ist.
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Die universelleFamilie Û�· } 798;:=< wird mit Ú�: bezeichnet.DasBild von Ú�: nennenwir den
“Ort der 8 -Kurvendurch W ” undschreiben

.0/21@3J5�798;:=<�^'Fö>(7�Ú�:=<(�
Die Einschränkung>Cp Ì2÷ wird mit >¤: bezeichnet,dieEinschränkungÛ�p Ì2÷ heißt Ûo: .

Auf der anderenSeiteexistiert nach[36, II.2.16] eine analogeKonstruktionfür den
Parameterraum�y/ � , �¤ I¢ 7$+�}@�¦Dª��Ä

�
^6GCÅ|­a¶W�<

(1.3.2) �y/ � , �¡ £¢ 7$+~}@��Dª�ÖÄ
�
^6GCÅ�­aÆW�<�©¯+~} Ì2÷

Í
ÎyÏJh0Ð ¢ ½ 79W��¦D"< øÑ ÷øÒ ÷

D

�y/ � , �¡ £¢ 7$+~}4��D���Ä
�
^
GCÅ|­aÆW�< Ó�÷ Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79W���DE<

Die Abbildungen Ú�: und Ùo: sind diesesMal prinzipale ù -Bündel, wobei ù eine Borel-
Gruppein +KË d B bezeichnet;die Gruppeù ist alsoisomorphzur GruppederAutomorphis-
mendes+~} , die denvorgegebenenPunkt Ä

�
^6GCÅ fixieren.

1.3.2. Vergleich der Parameterräume. Wir werdenin diesemAbschnittdenZusam-
menhangzwischenden Räumen Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< und Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79W��¦D"< beschreiben.
Weil demAutor keineReferenzbekanntist, wird diesin großerAusführlichkeit geschehen.

Der Raum Ô È�ÕC× 3JØ Ð Ê 5 , 79W��¦D"< ist im Allgemeinennicht in Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< eingebet-
tet. Der Grund ist, dassdie Untervarietäten8;:ú²û8ü²ûÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< , die wir oben
definierthaben,im Allgemeinennichtnormalsind.Diesgilt selbstdannnicht,wenn 8 eine
irreduzibleKomponentevon Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< ist – wir werdenspäterim Abschnitt3.5 ab
Seite32einexplizitesBeispielangeben.Tatsächlichkönnteessogarsein,dassdieTeilfami-
lie 8;: ganzim nicht-normalenOrt von Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< enthaltenist undesüberhauptkeine
Abbildungvon Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79W��¦D"< nachÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< gibt. Falls W abereinallgemeiner
Punktist, habenwir zumindestdie folgendeAussage:

PROPOSITION 1.3.3. Es sei 8 eine irr eduzible Komponente des RaumesÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< und W e D sei ein allgemeinerPunkt. Dann ist jede irr eduzible
Komponenteder Normalisierung à8;: isomorph zu einer irr eduziblenKomponentevonÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79W���DE< .

Achtung!Bei denAnwendungenderProposition1.3.3ist unbedingtzuberücksichtigen,
dassder Begriff eines“allgemeinenPunktes”von der Wahl der irreduziblenKomponente8 abhängt. Um eine Aussagezu erhalten,die für alle Komponentengilt, wird es nötig
sein,einen“sehrallgemeinenPunkt” zu wählen.Ein sehrallgemeinerPunktist ein Punkt,
der im KomplementeinerabzählbarenVereinigungvon Hyperebenenliegen,die mit den
Komponentenvon Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< korrespondieren.

BEWEIS. Es sei ýþ²´�y/ �;�¤ I¢ 7$+~}4�¦D"< die irreduzibleKomponente,die zu 8 gehört.
Wir identifizieren�y/ �;�¤ I¢ 7$+~}@��D���Ä

�
^6GCÅ�­a¶W�< mit einemUnterschemavon �y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦D"<

undbetrachtendie Komponentenvon 79�y/ �;�¡ £¢ 7$+~}@��Dª�ÖÄ
�
^�G)Å�­aáW�<�<�ä$å�æ , die wir alsDurch-

schnitt ý¯:q^ÝFÞ7$ýÿã��y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦Dª��Ä
�
^6GCÅ�­aÆW�<�<�ä$å�æ
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erhalten.Weil W einallgemeinerPunktist, ist keineKomponentevon ý¯: im nicht-normalen
Ort von ý enthalten.EsmachtalsoSinn,von derstriktenTransformierten�4mu7$ý¯:=< von ý¯:
in derNormalisierung àý zusprechen.Wir erhaltensodasfolgendekommutativeDiagramm��4mu7$ý¯:=<

Normalisierung��� �4mu7$ý¯:=<
birational,

endlich

� àý
Normalisierung

àý¯: Normalisierung
ý¯: � ý

Nach der universellenEigenschaftder Normalisierungexistiert der birationale,endliche
Morphismus� . NachZariskisHauptsatzist � dannein Isomorphismus,und wir erhalten
automatischeinenMorphismus à� ^öàý¯: a àý . Die universelleEigenschaftder Quotien-
tenkonstruktion(sieheetwa [38, II.3.2]) liefert sofort einenMorphismus� zwischenden
Quotienten.

àý¯: ø� àý

àý¯:
	@ù � àý�	�+oË d B
Die Behauptungist alsogezeigt,wennwir zeigen,dass� generischinjektiv ist.

Dazubemerkenwir folgendes:Wenn « e �y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@��Dª�ÖÄ
�
^6GCÅ|­aÆW�< einMorphismus«ª^�+~}�aÆl¥² D ist, derbei Ä

�
^6GCÅ injektiv ist3, danngehtjederanderebirationaleMorphis-

mus �E^
+�}Oa�l mit ��7¦Ä � ^�GCÅ$<yFÿW aus « durchKompositionmit einemAutomorphismus
hervor, der Ä

�
^6GCÅ stabilisiert.Also ist � bei Ùo:67�«�< injektiv.

Konsequenz:um zu zeigen,dass� generischinjektiv ist, genügtes,zu zeigen,dassdie
generischeKurve l e 8X: bei W glatt ist, weil dannjederbirationaleMorphismus«À^�+~}�aÆl
mit «�7¦Ä

�
^�GCÅ$<¥FÿW bei Ä

�
^�GCÅ injektiv ist. Die GlattheitderKurven folgt aberunmittelbar,

weil W alsallgemeinerPunktgewähltwurde. �
Als Korollar zumBeweishaltenwir nochdie folgendeAussagefest:

KOROLLAR 1.3.4. Die Normalisierungsabbildungà8X:Qa 8;: ist bijektiv, wennalle
Kurven l e 8;: glatt sind �

1.3.3. Rationalen Kurven, die einen allgemeinenPunkt enthalten. Es sei D eine
projektive Mannigfaltigkeit, 8 eineirreduzibleKomponentedesRaumesÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE<
und W e D seiein allgemeinerPunkt.Wenn l e 8 eineKurve ist, die W enthält,undwenn«�^|+~}ua l eineParametrisierungdieserKurve mit «�7¦Ä

�
^�G)Å9<¥F´W bezeichnet,dannzeigt

eineelementareBetrachtungderTangentialabbildungm § desuniversellenMorphismus,dass
daszurückgezogeneBündel « x 79m|\O< ampleist. DieseBeobachtungwurdevielleicht zum
erstenMal in derArbeit [27] gemacht.

3“Injektiv bei 
 ������� ” bedeutet,dass�
� è�� � � 
 ������������� �!
 �"�#�$�&% ist.
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ABBILDUNG 1.3.1. Deformationmit zweiFixpunkten

Es folgt demnach, dass die Homologiegruppen 8 } 7$+�}@�C« x 79m|\�<�< und8 } 7$+~}@�)« x 79m�\�<�º¨» ¿ ±�' } Â < beide verschwinden. Also ist sowohl �y/ �;�¤ I¢ 7$+~}@��DE< als
auch�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦Dª��Ä

�
^6GCÅ|­aÆW�< glatt bei « . Als Konsequenzergibt sich:

PROPOSITION 1.3.5(Glattheitssatz,[36, cor. III.3.11.5]). Essei D eineprojektiveMan-
nigfaltigkeit, 8 eineirr eduzibleKomponentedesRaumesÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< und W e D sei
einallgemeinerPunkt.Wenn à8;:q² Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5�79W��¦D"< dieNormalisierungvon 8;: ist, dann
ist à8;: glatt. �

1.3.4. Kompaktheit desRaumesder rationalen Kurven. Die irreduziblenKompo-
nentendesRaumesÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< sindim Allgemeinennichtkompakt,weil einerationa-
le KurvegegeneineSummevonmehrerenKurvenodergegeneineKurvedeformierenkann,
die nicht generischreduziertist. Abbildung1.3.1zeigteinesolcheDeformation.Um diese
Art von Deformationauszuschließenundum kompakteParameterräumezu erhalten,ist es
oft sinnvoll, nur Kurvenvom minimalenGradzu betrachten.Zu diesemZweck definieren
wir die folgendenZahlen( ^'F �qhIÏ r�� Ê4É �_p�� einerationaleKurve in D s( 79W�<¹^'F �qhIÏ r�� Ê4É �_p�� einerationaleKurve in D , die W enthälts
wobei wir zusätzlichvereinbaren,dass( und ( 79W�< gleich 0 seinsollen,wennesauf D
keinerationalenKurven gibt, oderwenneskeineKurven gibt, die denPunkt W enthalten.
DasfolgendeKompaktheitskriteriumgehtaufS.Moris Arbeit [44] zurück.Eineausführliche
FormulierungundeinBeweisfindetsichin [36, II.2.14].

SATZ 1.3.6(Kompaktheitssatz). Essei 8Æ² Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< eineirr eduzibleKompo-
nente. Danngilt

(1) Wenndie Kurven,die von 8 parametrisiertwerden,Grad kleinerals ) ( haben,
dannist 8 kompakt.

(2) Wennfür einenallgemeinenPunkt W e D die Unterfamilie 8;: nicht leer ist und
wennderGradderKurven,dievon 8 parametrisiertwerden,kleinerals ( S ( 79W�<
ist, dannist 8;: kompakt.

Traditionell werdenkompakteUntervarietätenvon Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 7+*u< auchals “nicht-
spaltendeFamilienvon rationalenKurven” bezeichnet.

1.4. Moris Spaltungskriterium: Biegenund Brechen

Eine elementare,abersehrnützlicheArgumentationdie als “Mori’ s Bend-and-Break”
bekanntgewordenist, zeigt,dasseineDeformationvon rationalenKurven,die zwei Punkte
fix lässt,im Limit stetszu reduziblenoderzu generischnicht-reduziertenKurvenführt. Die
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Abbildung1.3.1illustriert diesenProzess.DasArgumenterscheintzumerstenMal in [43];
wir verweisenauf [36, II.5].

SATZ 1.4.1(Starrheitssatzfür rationaleKurven). Es sei das folgendeDiagrammvon
projektivenMorphismenzwischeneigentlichen,positiv-dimensionalenVarietätengegeben.

ÚÒ
� D

8
Wir nehmenan,dassÛ äquidimensionalist unddassdieallgemeineÛ -Fasereineirr eduzible
rationaleKurve ist. Weiter nehmenwir an, dass� generisch endlich ist. Wennesmehrals
einenSchnitt ,   ²ÞD gibt, der von � auf einenPunktabgebildetwird, danngibt eseinen
Punkt U e � , sodassÛ�· } 79UJ< nicht irr eduzibelodernicht generisch reduziertist. �

Als Korollar erhaltenwir eineersteAntwort auf die Frage(3) ausderEinleitung:zwei
hinreichendallgemeinePunkte W und U legen eine minimale rationaleKurve zwar nicht
eindeutigfest, aberesgibt immerhinnur endlichviele Kurven,die W und U enthalten.Im
Abschnitt3.5 ab Seite32 werdenwir ein Beispielbringen,wo estatsächlichmehrals ei-
ne minimaleKurve durchzwei generischePunktegibt. Wir werdendasResultataberim
Satz3.3.1auf Seite28 für KurvenvonkleinemGradverbessern.

KOROLLAR 1.4.2 (Mori’s Bend-and-Break). Wenn W e D ein Punkt ist und wenn8;:"²HÔ È�ÕC× 3JØ Ð Ê 5 , 79DE< einekompakteFamilie vonKurvenist, die denPunkt W enthalten,
dannist die Abbildung >�:q^2Ú�:�aÆ.0/21@3J5�798;:=<w² D endlich. Insbesonderegilt

� hI� .I/2143J5�798;:=<~F_� h0� 8X:TSQG��
�

1.5. Bündel von rationalen Kurven

Wir werdenim Folgendenhäufigmit FaserräumenarbeitenderenFasern(möglicherwei-
sesinguläre)rationaleKurvensind. Die Arbeit mit diesenRäumenwird überKörpernder
CharakteristikNull dadurchvereinfacht,dassdieNormalisierungeinessolchenFaserraumes
automatischein +�} -Bündelist. Wir verweisenauf [36, thm. II.2.8] für einenBeweis.

SATZ 1.5.1. EsseidasfolgendeDiagrammvonsurjektivenAbbildungenzwischenpro-
jektivenVarietätengegeben,dieüber � definiertsind.

àDøÒ
Normalisierung D Ò

à� Normalisierung
�

Wennalle FaserndesMorphismusÛ irr eduzibleundgenerisch reduzierterationaleKurven
sind,dannist àD ein +�} -Bündelüber à� . �

DieserSatzist in endlicherCharakteristikfalsch;um ein +~} -Bündelzu erhalten,ist es
oft nötig,die NormalisierungdesBasisraumesmit einemendlichen,rein inseparablenMor-
phismuszu komponierenundeinenBasiswechseldurchzuführen.Dies ist derHauptgrund,
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warumesbislangkeinezum Satz3.4.1analogeCharakterisierungdesprojektiven Raum-
esüberKörpernendlicherCharakteristikgibt – wir verweisenauf die Bemerkungennach
Satz3.3.2auf Seite30.

Weil der Beweis in [36] schwierigist, ist esin diesemZusammenhang– obwohl sich
die vorliegendeArbeit eigentlichnur mit Varietätenüber � befasst– sicherinstruktiv, das
folgende,einfacheBeispielzubetrachten,dasdemAutor vonY. Miyaokamitgeteiltwurde.

BEISPIEL 1.5.2. Wir betrachtendiequasiprojektiveFläche

DÆ^ÝF.-
7¦Ä Wª^ U�^=RÖÅ¡�0/�< e +�B�©21Ep�R M /~FöRÖU B YEW M43
mit demnatürlichenProjektionsmorphismusÛ"^ D a51 .

Wenn D über � definiert ist, dannrechnetmandirekt nach,dassD glatt ist und dass
alleFasern79D76�<$698: ± glatteelliptischeKurvensind.

Wenn D übereinemKörper ; derCharakteristik3 definiertist, dannzeigtdie analoge
Rechnungwieder, dassD eineglatteVarietätist. Die Fasernvon Û sindallerdingssingulär,
undzwaranderStelle

79D<6�<>=�? @�A�F - 7¦Ä WÀ^
�
^6GCÅ¡�0/�< e +KB�©21Ep�W M SB/�F � 3

Das zeigt bereits,dassSeidenbergs Theorem(“GenerischeFasernvon Abbildungenzwi-
schennormalenVarietätensind normal.”, sieheauch[5, thm. 1.7.1]) in endlicherCharak-
teristik nicht gilt. Um einzusehen,dassdie FasernD<6 rationalist, bezeichnenwir die (ein-
deutigbestimmte)dritte Wurzel von / mit C e ; und parametrisierendie Faser D<6 durch

(1.5.1)
>¤:�^D1 a D<6¬ ­a 7¦Ä ¬ B YECq^=¬ M ^
GCÅ¡�0/�<

Um D jetzt in ein +�}�7F;¥< -Bündel zu transformieren,führenwir denBasiswechsel/u­aG� M
durch.Der Rückzugvon D schreibtsichdannals

DIH�^'F.-
7¦Ä WÀ^ U¯^=R�Å¤����< e +~}T©21Ep�R M � M F RÖU B Y"W MJ3 �
Man rechnetnach,dassdieseVarietätnicht normal ist. Zum Normalisierenmüssenwir
eineVariable ¬ hinzufügen,die der Gleichung 79W¼SK��<�¬¯F U genügt. Das ist abergerade
die Variable,die wir in (1.5.1) zur Parametrisierunggenommenhaben.Dieszeigt,dassdie
Normalisierungvon D H tatsächlichein +~} -Bündelist.



Teil 1

Familien von singulären Kurven





KAPITEL 2

Ein Spaltungskriterium für singuläreKurven

Mori’s Bend-and-BreakkannalsStarrheitsaussagefür kompakteFamilienvon rationa-
len Kurvenaufgefasstwerden.DasThemadiesesKapitelsist es,einestärkereAussagefür
denFall zu gewinnen,dassalle Kurven, die durcheinekompakteTeilmengedesRaumesÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< gegebenwerden,singulärsind. Dazuverwendenwir eineStruktur, die es
nur auf polarisiertensingulärenrationalenKurven gibt, nämlichdie speziellenPunkte,die
wir gleich definieren.Danachwerdenwir im Satz2.2.1dasHauptresultatdiesesKapitels
angeben.

2.1. Spezielleund oskulierendePunkte

Wir erinnerndaran,dasses in der projektiven Ebene+KB nur zwei Isomorphieklassen
von integralenund singulärenKurven vom Grad3 gibt. Tatsächlichist jedesolcheKurve
isomorphzueinerderfolgendenbeidenKurven,die in Abbildung2.1.1illustriert sind.

� ± ^'F - Ä WÀ^ U¯^=R�Å e +KB�p�U B RuF_W M 3�y}ü^'F - Ä WÀ^ U¯^=R�Å e +KB�p�U B RuF_W M SÃW B R 3
Wir nehmeneinegewisseVerballhornungdesDeutschenin Kauf undnennen� ± eine“ku-
spidale”Kurve(=Kurvemit Spitze)und �T} eine“nodale”Kurve(=Kurvemit gewöhnlichem

–4

–2

2

4

0.5 1 1.5 2 2.5

kuspidaleKubik µML (nicht immersiert)

–0.4

–0.2

0.2

0.4

–1 –0.8 –0.6 –0.4 –0.2 0.2 0.4

nodaleKubik µ � (immersiert)

ABBILDUNG 2.1.1. SinguläreebeneKubiken

15
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Doppelpunkt).DieseKurvensindfür unssehrwichtig, weil jedesingulärerationaleKurve
von � ± oder �y} dominiertwird.

DEFINITION 2.1.1. Es sei � eineKurve und ß ^�à� a � die Normalisierung. Wir
sagen,dass� “immersiert” ist, wenn ß anallenPunktenRang1 hat.

2.1.1. OskulierendePunkte auf ebenenKubiken. Ein Geradenbündel
d

auf � ± oder�T} definierteineMengevonPunkten,diewir “
d

-oskulierend”nennen.

DEFINITION 2.1.2. Es sei � eineintegrale,singuläreebeneKubik und
dÿe�g�h 1�N
7¤�u<

ein Geradenbündelvom Grad � �
�
. Wir nenneneinenglattenPunkt , e ��O
å+A einen

“
d

-oskulierendenPunkt”,wenn ��µ¾7��QP!,�< �F 8 ist.

Falls � eineeingebettetekubischeKurve in +KB ist, dannsinddie glattenPunktein � ,
die nicht allgemeinbezüglichdesGeradenbündels� +SR 7�G�< sind, geradedie Wendepunkte
derKurve. In derklassischenSprache(siehezumBeispiel[12, I.C]) bezeichnetmandiese
Punkteals“hyperoskulierend”.

DasfolgendeLemmazeigt,wie mandie
d

-oskulierendenPunkteauf einergegebenen
Kubik ausrechnet.

LEMMA 2.1.3. Essei �T} einenodaleebeneKubik undessei T e 7¤�T}C<�O6å$A ein glatter
Punkt.Wir fixiereneineIdentifikation >�^=� x a 7¤�T}C<�O6å$A , sodass>�· } 7�T|<�FfG ist undsetzen

7�,   <   : }0U UVU N F - >¦7WC=<�p+C N FfG 3 �
Dannsinddie ,   die oskulierendePunktefür dasGeradenbündel��µ � 7��QP9T�< . Insbesondere
folgt, dassesgenau � oskulierendePunktefür ��µ � 7��QP>T�< gibt.

BEWEIS. In [18, Ex. II.6.7] wurdebewiesen,dassdie Abbildung > einenGruppenmor-
phismus > H ^Æ� x a g�h 1 ± 7¤�y})</ ­a ��µ � 7�T;YV>¦7W/�<�<
induziert. Insbesonderegilt ��µ � 7��XPMT�<H�F ��µ � 7��XPK>¦7W/�<�< dann und nur dann, wenn��µ � 7�T;Y >(7W/�<�<9Y N �F ��µ � , alsowenn > H 7W/�< eine � te Einheitswurzelist. �

Analogerhaltenwir dasentsprechendeResultatfür kuspidaleebeneKurven.

LEMMA 2.1.4. Essei � ± einekuspidaleebeneKubik und
dHe�g~h 1i7¤� ± < ein Geraden-

bündelvomGrad �¯�
�
. Danngibt esgenaueinen

d
-oskulierendenPunkt. �

2.1.2.
d

-allgemeinePunkte auf singulärenrationalen Kurven. Wir verallgemeinern
denBegriff deroskulierendenPunktefür beliebigesingulärerationaleKurven.

DEFINITION 2.1.5. Essei � eineirreduzibleundreduziertesingulärerationaleKurve
und

döe"g�h 1i7¤��< ein Geradenbündelvon positivemGrad.Wir sagen,dassein glatterPunktW e � “allgemeinbezüglich
d

” ist,wennfür allebirationalenMorphismenZ   ^=�   aj� und
für alle ] e r

�
��GÖs derPunkt Z · }  79W�< kein oskulierenderPunktdesGeradenbündelsZ x  7 d <

ist. GlattePunktevon � , die nicht allgemeinbezüglich
d

sind,heißen“speziell bezüglichd
”.

Esist für unswesentlich,dassfür jedesGeradenbündel
d

undfür jedeKurve � fastalle
Punkteallgemeinbezüglich

d
sind.

LEMMA 2.1.6. Die Menge von Punktenin � , die allgemeinbezüglich
d

sind, ist
Zariski-offenin � .
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BEWEIS. Wenn W e � ein glatter Punkt, � e\[ 3 Õ 7¤�   < ein AutomorphismusundZ   ^=�   aj� ein birationalerMorphismusist, danngilt die Isomorphie

7]�_^`Z   < · } 7 d < �F ��µ�a)7��|7]�_^`Z   < · } 79W�<�<
genaudann,wenn Z · } 7 d <��F ��µ a 7��4Z · }  79W�<�< ist.

Um dasLemmazu beweisen,genügtes,zu sehen,dasses– bis auf Kompositionmit
Automorphismen– nurendlichvielebirationaleMorphismen�   aj� gibt. �

2.2. Formulierung desSpaltungskriteriums

Der folgendeSatzist dasHauptresultatdiesesKapitels. Man beachtedie Ähnlichkeit
mit Satz1.4.1auf Seite11.

SATZ 2.2.1(Starrheitvon singulärenKurven). EsseidasfolgendeDiagrammvonsur-
jektivenMorphismenzwischenprojektiven,positiv-dimensionalenVarietätengegeben.

DÒ
� b

�
Wir nehmenan,dassÛ äquidimensionalist unddassdieallgemeineÛ -Fasereineirr eduzible
undsinguläre rationaleKurveist. Weiter nehmenwir an,dass� einenSchnitt ,dcû²úD auf
einenPunktabbildetundaufdemKomplementvon ,dc endlich ist. Wenneineder folgenden
Eigenschaftengilt:

(1) Alle Û -FasernsindimmersierteKurven.
(2) Keine Û -Fasernist immersiert undesexistiert ein abgeschlossenerPunkt U e �

mit reduzierterundirr eduziblerFaser D<e�^ÝFQÛ�· } 79UJ< , sodass,dcVãyD<e einglatter
Punktist, derallgemeinbezüglich

d p \gf ist.
(3) Es gibt ein Geradenbündel

d�eâg�h 1i79DE< , dessenEinschränkungauf die Fasern
von Û Grad2 hatundesexistierteinabgeschlossenerPunkt U e � mit reduzierter
undirr eduziblerFaser D<e�^'FQÛ�· } 79UJ< , sodass,dc ã¯D<e ein glatter Punktist, der
allgemeinbezüglich

d p \hf ist.

Dann gibt es einenPunkt U e � , so dass Û�· } 79UJ< nicht irr eduzibeloder nicht generisch
reduziertist.

Der verbleibendeTeil desKapitels2 ist demBeweis desSatzes2.2.1gewidmet. Der
Leser, der zuerstan denAnwendungeninteressiertist, kanndenRestdesKapitelsdaher
beimerstenLesenvielleicht überspringenundgleich in Kapitel 3 auf Seite25 weiterlesen.
Wir erwähnen,dassdie Aussage(1) desSatzes2.2.1schonvon anderenAutorenbewiesen
wurde,vergleicheetwa [7, sect.2].

Wir werdendenBeweisdesSatzes2.2.1mit Hilfe einesWiderspruchsargumentesfüh-
ren.Zu diesemZwecktreffenwir für denRestdesKapitelsdie folgendenAnnahmen.

ANNAHMEN 2.2.2. Zusätzlich zu denAnnahmenvon Satz2.2.1nehmenwir an, dass
alle Fasernvon Û irr eduzibelundgenerisch reduziertsind. Insbesondere ist die Reduktion
einer beliebigen Û -Fasereinesinguläre rationaleKurve. Weil die Aussage von Satz2.2.1
stabil unterendlichemBasiswechselist undunterder Einschränkungauf beliebige positiv-
dimensionaleUntervarietätenvon � ist, nehmenwir ohneEinschränkungderAllgemeinheit
für denRestdesKapitelsan,dass� eineglatteKurveist.
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àD
i � -Bündel

�
øÒ

D H

Familie vonebenenKubiken

j
Òlk Familie vonsehrsingulärenKurven

D

Ò
�

ABBILDUNG 2.3.1. SinguläreKurvendurchebeneKubikenersetzen

2.3. Eine partielle Auflösungder Singularitäten

Als erstenSchritt im Beweisvon Satz2.2.1werdenwir – nachgeeignetemBasiswech-
sel – einepartielleAuflösungderSingularitätenkonstruieren,die die möglicherweisesehr
komplizierteFamilie D von singulärenKurvendurcheinebesserhandhabbareFamilie von
Kurvenmit möglichsteinfachenSingularitätenersetzt.Genauergesagtzeigenwir, dasswir
die Familie D a¹� durcheineFamilie ersetzenkönnen,bei der jedeFaserisomorphzu
einerebenenKubik ist. Die Abbildung 2.3.1zeigt diesenProzess.Späterwerdenwir die
speziellenPunkteaufdenFasernbetrachten,umSchnitteüber � zuerhalten.Einevollstän-
digeAuflösungderSingularitätenist für unsausdiesemGrundenicht von Interesse.

Weil die korrekteKonstruktiondesBündels D H ziemlich technischist, erläuternwir
zunächstdie prinzipielle Idee. Um einenMorphismus � wie in der Abbildung 2.3.1 zu
definieren,erinnernwir an Satz1.5.1auf Seite11, der besagt,dassdie Normalisierung àD
von D die Struktureines +~} -Bündelsüber � hat. NachgeeignetemBasiswechselenthält
dasUrbild ßo· } 79Dm=n? @oA < der Singularitätenmengevon D einenDoppelschnitt àp , der in der
Abbildung2.3.1gestricheltgezeichnetist. Wir wähleneineÜberdeckungÚ   ² � , sodassàÛ · } 7�Ú   <~�F +~}[©�Ú   trivial ist undwir

àp ã àÛ · } 7�Ú   <�F - 7¦Ä U ± ^ U
}�Å¤��W�< e +�}y©ªÚ � p�U B± Fq��79W�<�U B} 3
schreibenkönnen,wobei � e �¯7�Ú   < eineFunktionist. DerMorphismus� ist dannlokal als� ^ +~}T©�Ú   a +KB�©ªÚ  7¦Ä U ± ^iU2}�Å¤��W�< ­a 7¦Ä U B± U
}�YI��79W�<�U M} ^ U M± YI��79W�<�U ± U B} ^ U M } Å¤��W�<
gegebenundeineelementareRechnungzeigt,dassdasBild von � die StruktureinesBün-
delsvon singulärenebenenKubiken hat. Genauergesagtist für einenPunkt U e � mit
FaserD<e¼^'FHÛ�· } 79UJ< die FaserD<e nodal,wenn àp die Faser àD7e¼^'F àÛ�· } 79UJ< in zwei unter-
schiedlichenPunkteschneidet.Die FaserD<e ist kuspidal,wenn àp ã àD<e ein Doppelpunkt
ist.

Im verbleibendenRestdiesesAbschnittes2.3 werdenwir dieseIdeetechnischkorrekt
umsetzen.
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LEMMA 2.3.1. BetrachtedasfolgendeDiagrammvonsurjektivenprojektivenMorphis-
men

àp � àD ���
r

Normalisierung

øÒ

D

Ò

ps
D H �nj
� Òlk

�
wobei Û projektivist, � eineglatteKurveist undwir die folgendenAnnahmenmachen:® Alle Û -Fasernsind irr eduzibelund generisch reduziertesinguläre rationaleKur-

ven.® Esgibt einenSchnitt
p �F � undein Unterschema àp ²�ßo· } 7 p < , sodassfür alle

abgeschlossenenPunkteU e � der schementheoretischeSchnitt àÛ · } 79UJ<�ã p ein
Null-dimensionalesUnterschemaderLänge 2 ist.

Danngibt eseineFaktorisierungß¼FKZ�^t� übereineVarietät D H , sodassalle FasernvonÛ H isomorphzuintegralen,singulärenebenenKubikensind.

BEWEIS. Setzeu
^'FQÇ �XÈ�É Ê 79ß x 7¤» øv <xw ��\ a¶ß x 7�� ø\ <�<w²�ß x 7�� ø\ <

wobei » øv ²´� ø\ die Idealgarbevon àp ist. Es folgt sofort,dass

u
einekohärenteGarbe

von ��\ -Algebrenist. Wir definierenD H ^ÝF Spec7
u
< . Die Existenzvon � , Z und Û H folgt

sofortausderKonstruktion.
Um zu sehen,dassdie Fasernvon Û H vom gewünschtenTyp sind,betrachtenwir einen

beliebigenabgeschlossenenPunkt U e � . DerBeweisist beendet,wennwir sehen,dassdie
Faser 79Û H <(· } 79UJ< eineeinzigeSingularitätbesitzt,die eineeinfacheSpitzeoderein gewöhn-
licher Doppelpunktist. Wennwir die Basis� durcheinegeeigneteaffine Umgebungvon U
ersetzenund, falls nötig, einenBasiswechseldurchführen,könnenwir ohneBeschränkung
derAllgemeinheitannehmen,dasseseineneffektiven,relativ amplenDivisor y¨²_D gibt,
der jedeFaservon Û in einemeinzigenglattenPunktschneidet.Wir könnenweiterhinan-
nehmen,dass àD �F � ©E+~} ist. Wir schreibenÚ ^ÝF D5z{y , setzen àÚj^'F ßo· } 7�Úu< und
beachten,dasssowohl Ú alsauch àÚ affin sind. Indemwir eineBündelkoordinateR auf àD
wählen,könnenwir Ú �F}|4~ Ê 1=7��O< , � �F}|4~ Ê 1i7¤Ëw< und àÚ �F}|J~ Ê 1=7¤ËÀº N �uÄ RÖÅ$< schreiben.

Weil jetzt
p �F 8 gilt, könnenwir � zerlegen als � F�� v wâÛ��y7¤Ë�< . Weil nach

Konstruktiongilt, dassß��y7W� v 7�Úu<�<w²�� øv ist, habenwir die folgendeGleichheitvonRingenu
7�ÚO< F Ç �;È�É�Ê 7W� øv wB� ajËªºÃ�uÄ R�Å9<F Ç �;È�É�Ê 7W� øv w�ËVajËªº��uÄ RÖÅ$<(�

WenndieBündelkoordinateR richtig gewählt ist, dannliefert dieTensorierungmit �O79UJ<u
7�ÚO<cº��O79UJ< F Ç �;È�É Ê 7W� øv ºÃ�O79U6<�w��O79UJ<~a¶�O79UJ<4Ä R�Å9<F 7¤R B YV¬4<�S��O79UJ<�² �O79UJ<4Ä R�Å¤�
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wobei ¬ e �O79U6< einegeeigneteZahl ist. EineelementareRechnungzeigt,dassdieserRing
vondenElementenR B YV¬ , RJ7¤R B YV¬4< unddenKonstanten�O79UJ< erzeugtist. Also giltZ~· } 79Û�· } 79UJ<cãÀÚO< F |4~ Ê 1��O79UJ<4Ä R B Y ¬��)RJ7¤R B Y ¬@<�ÅF |4~ Ê 1��O79UJ<4Ä �6�)A�ÅW	
7¤A B Y�� B 7��¥S�¬4<�<(�
Beachte,dassdieseGleichungfür ¬¾F

�
eineSpitzedefiniertundfür ¬��F �

einengewöhnli-
chenDoppelpunktliefert. �

Die Strategie desBeweisesist es,eineFolgevon Basiswechselnzu finden,die D und� in einerWeisemodifiziert,dassdasLemma2.3.1angewendetwerdenkann.

PROPOSITION 2.3.2. Wenn Ûö^cD�aþ� die Annahmen2.2.2erfüllt, danngibt esein
Diagramm

D HÒlk D Ò
� H �

von endlichen surjektivenMorphismen,so dassdie Familie Û H ^�D H a � H die Annah-
men2.2.2ebenfallserfüllt.

BEWEIS. Die Normalisierung àD ist ein +~} -Bündelüber � . Wir erinnerndaran,dass
glatteMorphismenstabilunterBasiswechselsind,sodassauchnachweiterenÜberlagerun-
genderBasisderRückzugvon àD immernochein +�} -Bündelseinwird.

Wir bezeichnendensingulärenOrt der Û -Fasernmit Dm=�? @�A!� Ò ² D und wähleneine
irreduzibleKomponente

p ²�Dm=�? @�A!� Ò , diedurch Û surjektiv auf � abgebildetwird. Weil �
eineglatteKurve ist, ist

p
endlichüber � . Wenn Û�p v ein Isomorphismusist, fahrenwir im

Beweisfort. Ansonstenführenwir einenBasiswechseldurch.Danachkönnenwir auf jeden
Fall annehmen,dass

p �F � ist.
Als nächstenSchrittbetrachtenwir dieNormalisierungß¯^�àD aÆD unddaszugehörige

relativeHilbert-Schema Ûd�â^i� h .��oB 79ß · } 7 p <9	=�X<~aÆ�
von Null-dimensionalenUnterschemaderLänge2 in ßo· } 7 p < über � . Wir erinnernandie
Tatsache[36, I.1.4.1.5],dassdasHilbert-Schemamit Basiswechselkommutiert. In unserer
Situationbedeutetdas,dasswenn � H a¶� ein Morphismusist, dannist

� h .��oB 79ß · } 7 p <w©��À� H 	=� H < �F � h .��oB 79ß · } 7 p <9	=�X<�©��À� H �
Dashatfür unszweiwesentlicheKonsequenzen.

Zum einenfolgt ausderWahl von
p

, dasswenn U e � ein allgemeinerPunktist, dass
dannßo· } 7 p <)ã àÛ�· } 79UJ< einNull-dimensionalesUnterschemavonderLängemindestenszwei
ist, sodassÛ · }� 79U6< nicht leerist. Esfolgt, dassÛd� surjektiv ist.

Zum zweitenwählenwir eineUntervarietät *�²k79� h .��|B 79ß · } 7 p <9	=�X<�<�ä$å�æ , die endlich
über � ist. Wir nennendie Normalisierungvon * jetzt � H und führennocheinenBasis-
wechseldurch. Weil dasHilbert-Schemamit Basiswechselkommutiert,könnenwir � H als
Unterschemain � h .��oB 79ßo· } 7 p <�©��À� H 	=� H < auffassen.Also definiert � H ein Unterschema

àp ² �DÆ©��À� H F àD¶©��À� H �
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Insgesamtsind jetzt alle Voraussetzungenvon Lemma2.3.1erfüllt und wir könnendieses
Lemmaanwenden,um D H zuerhalten.Weil unsereKonstruktionnurendlicheBasiswechsel
verwendet,ist esklar, dassD H die Annahmen2.2.2automatischerfüllt. �

BEMERKUNG 2.3.3. Essei D<e eineallgemeineÛ -Faser. Wenn D7e nicht immersiertist,
dannergibt essichausderKonstruktion,dasswir Û H ^iD H a¶� H sowählenkönnen,dassalleÛ H -Fasernisomorphzu einerkuspidalenebenenKubik sind. Analogwird die Konstruktion,
wennalle Û -Fasernimmersiertsind, automatischeineFamilie von Kurven liefern, wobei
jedeFaserisomorphzueinernodalenebenenKubik ist.

2.4. BeweisdesSpaltungskriteriums

Wir werdenjetzteinrelativ amplesGeradenbündelauf D verwenden,umzweidisjunkte
Schnitte à, ± und à,c}�²¹àD zu konstruieren,die nicht kontrahiertwerdenkönnen.Dasgleich
folgende,elementareLemmasagt,dassdiesnicht möglich ist. Der Beweis wird also im
Wesentlichenauf einenWiderspruchzu der Annahmehinauslaufen,dassdie Varietät D
projektiv ist.

Die Frage,wannein Bündelvon singulärenebenenKubikenprojektiv ist, wird im Ka-
pitel 4 nocheinmalaufgegriffenunddortvollständigbeantwortetwerden.Eswäredemnach
leichtmöglich,denBeweisvonSatz2.2.1zuführen,indemwir dieErgebnissedesKapitels4
vorwegnehmen.Weil derAutor aberglaubt,dasdieseBeweisführungtrotzderkompakteren
Argumenteundtrotz dergrößerentheoretischenEleganznicht beimVerständnisderSache
hilft, werdenwir in jedemderdrei Fälle desSatzes2.2.1ein einfachesAd-Hoc-Argument
verwenden.

LEMMA 2.4.1. Es sei ÛQ^EàD a � eineglatteminimaleRegelfläche. Wir nehmenan,
dassesdrei verschiedeneSchnitte à, ± , à,c} und à,dc gibt, wobei à, Bc � �

sei.Dannsind à, ± undà,c} nicht disjunkt.

BEWEIS. Wir schreibenà, ±�� à,dc�S7� ± � und à,c} � à,dc�S7�
}(� , wobei � dienumerische
Äquivalenzbezeichnetund � eineallgemeineFaservon Û ist. Weil à, ± und à,c} effektiv sind,
ist à, ± � }@� à,dc�¸

�
undesfolgt, dass� ± � }[¸ Y à, Bc �

�
ist. Also gilt à, ± � à,c}�F à, Bc S�� ± S��
}[� �

.�
Mit diesenVorbereitungenkönnenwir jetzt denBeweis von Satz2.2.1beenden.Wir

behaltendie Annahmen2.2.2bei und betrachtendie Familie ÛH^~D a°� von rationalen
Kurvenmit kuspidalenodernodalenSingularitäten,derenExistenzdurchProposition2.3.2
garantiertist. Weiter sei ß ^QàD¹a D die Normalisierung. Wir erinnerndaran,dassdie
natürlicheProjektionsabbildungàÛ´^öàD¹aü� nachSatz1.5.1demRaum àD die Struktur
eines+~} -Bündelsgibt.

2.4.1. Beweisim Fall (1) desSatzes2.2.1. In dieserSituationkönnenwir nachder
Proposition2.3.2undderBemerkung2.3.3annehmen,dassalle Û -FasernnodaleebeneKu-
bikensind. DieseSituationist in Abbildung2.4.1gezeigt.NachBasiswechselkönnenwir
weiterannehmen,dassdasUrbild ßo· } 79D�=�? @�A�< zweidisjunkteSchnitte à, ± und à,c} enthält.

Wenn ,dc�² Dm=�? @�A ist, dannkönnensowohl à, ± alsauch à,c} kontrahiertwerden.Dasist
aberoffenbarunmöglich.

Wenn aber auf der anderenSeite, ,dc �² Dm=n? @oA ist, dann enthält àD den Schnittà,dc ²³ßo· } 7�,dc;< , der kontrahiertwerdenkann, und die Schnitte à, ± , à,c}Ã²³ß
· } 79Dm=n? @oA < ,
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ABBILDUNG 2.4.1. Familie von immersiertenKurven

àD
i � -Bündel

r
Normalisierung

øÒ Familie vonnicht-immersiertenKurven

D

Òlk
�

ABBILDUNG 2.4.2. Familie vonnicht-immersiertenKurven

die disjunkt sind. Weil à, ± , à,c} und à,dc aberpaarweiseverschiedensind,widersprichtdies
demLemma2.4.1.

2.4.2. Beweisim Fall (2) desSatzes2.2.1. Essei U e � ein beliebigergeometrischer
Punkt. Wir setzenD<e`^'FÞÛ�· } 79UJ< und � ^'FÞ� Ê@É�d p \hf . NachderBemerkung2.3.3können
wir annehmen,dassD<e einekuspidaleebeneKubik ist – dieseSituationist im Bild 2.4.2
gezeigt. Danngibt esabernachLemma2.1.4eineneindeutigenglattenPunkt W�e e D<e ,
sodass��\gf27��7P�W�ei<¥�F d p \hf ist. EineBerechnungdesversellenDeformationsraumesder
kuspidalenebenenKubik zeigt,dassÛ ein lokal trivialesFaserbündelist. Deshalbliefert die
Vereinigungder 79W�ei<$e��i� einenSchnitt , ± ² D�O6å$A , derdisjunktzumsingulärenOrt von D
ist. Wir setzenà, ± ^ÝF_ßo· } 7�, ± < und à,c}[^ÝF_ßo· } 79D�=�? @�A�< undbeachten,dassà, ± und à,c} disjunkt
seinmüssen.Esfolgt ausderAnnahme,dass,dcHã`D<e ein glatterPunktist, derallgemein
bezüglichdesGeradenbündels

d p \hf ist, dassà, ± , à,c} und ßo· } 7�,dc;< unterschiedlicheSchnitte
sind.DiesaberwidersprichtdemLemma2.4.1.

2.4.3. Beweisim Fall (3) desSatzes2.2.1. Wir könnenohneBeschränkungder All-
gemeinheitannehmen,dassesPunkte U e � gibt, so dassÛ�· } 79UJ< einenodaleKurve ist.
Falls dasnicht derFall ist, führenwir denBeweisleicht mit denArgumentendesAbschnit-
tes2.4.2.

Essei U e � einabgeschlossenerPunkt.Weil D<e isomorphzueinerebenenKubik undd p \ f ein Geradenbündelvom Grad2 ist, ist daslineareSystemder Einschränkung
d p \ f



2.4. BEWEIS DES SPALTUNGSKRITERIUMS 23

àD
i � -Bündel

r
Normalisierung

øÒ Familievon ebenenKubiken

D

Ò
�

Legende
Verzweigungsdivisor �
Urbild derSingularitätenr#� �0� \g��� ���n�

ABBILDUNG 2.4.3. BündelvonebenenKubikenmit Geradenbündelvom
Grad2

basispunktfreiundinduzierteineverzweigte2:1-Überlagerung� e�^ D<eOa³+I�¡8 ± 79D<e=� d p \hf�<�x�� �F +�}0U
Wenn D<e einenodaleKurve ist und wenn ß#eÃ^�+~}`a°D<e die Normalisierungsabbildung
bezeichnet,dannbestehtderVerzweigungsortvon

� e ^ ß auszwei PunktenW ± und W�} , die
nicht im Urbild derSingularitätenthaltensind: W   �e ß · }e 7�79D<e <>=n? @oA < . Wir erweitern

� e auf
natürlicheWeisezueinerglobalenAbbildung

�
:

àD r
Normalisierung

øÒ
D ¡Ò

+w79Û x 7 d < x <

�
Man beachte,dassÛ x 7 d < lokal frei vom Rang2 ist. Wir erinnernunsdaran,dass àD eine
minimaleglatteRegelflächeüber � ist undbezeichnendenVerzweigungsortvon

� ^ ß mity . Der Divisor y schneidetdannjede àÛ -Faserin genauzweiPunkten.
NachDurchführungeinesweiterenBasiswechselskönnenwir ohneBeschränkungder

Allgemeinheitannehmen,dassy reduzibelist. Wir schreibeny F à, ± ã à,c} undbeachten,
dass à, ± ã à,c}¼F£¢ ist, dass à, ± und à,c} alsodisjunkteSchnittesind. Aber àD enthältnach
AnnahmenocheinenkontrahierbarenSchnitt à,dc . NachAnnahme(3) desSatzes2.2.1sind
diesedreiSchnitteverschiedenundwir habeneinenWidersprucherreicht.Diesbeendetden
BeweisdesSatzes2.2.1. �

2.4.4. Anmerkungen zum Beweis. Wennwir denVerzweigungsdivisor y , denwir im
Abschnitt2.4.3konstruierthaben,auf einegenerische,alsonodaleFaserD<e einschränken,
erhaltenwir die

d
-oskulierendenPunkteder Faserzurück. DieseSituationist in größerer

Allgemeinheitfür beliebigerelativ ampleBündel
d

in der Proposition4.3.5beschrieben.
ManvergleichedieAbbildung2.4.3mit derAbbildung4.3.1aufSeite42.

Die Ergebnisseder Abschnitte2.4.1und 2.4.2findensich in größererAllgemeinheit
ebenfalls in derProposition4.3.5undin demTheorem4.2.1aufSeite38 wieder.
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Die Ergebnissedort zeigenauch,dassmanmit denhier vorgestelltenMethodennicht
auf ein Resultathoffen kann,wennmanetwa ein Geradenbündel

d
vom relativen Grad3

zulässt– wir erhieltendanneinen3-fachSchnittüber � , und eswäremöglich, dassauch
nachgeeignetemBasiswechselkeinezwei KomponentendesSchnittesdisjunktwären.Die
ErgebnissedesKapitels4 werdenzeigen,wie sichexplizite Beispielekonstruierenlassen.



KAPITEL 3

AnwendungendesSpaltungskriteriums

Um einigeder Fragenausder Einleitungzu beantworten,werdenwir in diesemKa-
pitel dasSpaltungskriterium2.2.1auf Familien von rationalenKurven anwenden,die eine
projektiveVarietätüberdecken.Dabeiwerdenwir die folgendenAnnahmenbeibehalten.

ANNAHMEN 3.0.2. Es sei D eine projektive, aber nicht notwendigerweisenormale
Varietät und es sei 8 ² Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< eine irr eduzible, aber nicht notwendigerweise
kompakteFamilie von rationalenKurven. Wir verwendendie Notation,die im Kapitel 1.3
auf Seite7 eingeführtwurde

Ú Ñ
Ò D
8

wobei ÚÜ² ÎyÏJh0Ð ¢ ½ 79DE< die zugehörige Komponenteder universellenFamilie bezeichnet.
Wir nehmenan, dass > dominantist und dass 8X: für eineallgemeineWahl einesPunktesW e D kompaktist.

Wenn D eine Fano-Mannigfaltigkeit ist, dann gibt es immer eine Familie 8 , die
den Annahmen3.0.2 genügt. Nach Moris Existenzsatz1.1.1 finden wir Komponenten8   ²ÆÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< so dass >ª^y8   a D dominantist. Um die gewünschteKom-
paktheitseigenschaftzu erhalten,genügtesnachdemKompaktheitssatz1.3.6, eineFamilie8  

auszuwählen,sodassderGradderzugehörigenrationalenKurvenminimal ist.

3.1. Familien von singulärenKurven auf projektiven Varietäten

Der Zweck diesesAbschnittesist es,eineobereAbschätzungfür die Dimensiondes
RaumesdersingulärenKurvenzugeben,dieeinenallgemeinenPunktenthalten.Zusätzlich
werdenwir die SingularitätendieserKurvengenauerbeschreiben.

SATZ 3.1.1 (Spaltungskriteriumfür singuläreKurven). Es sei 8 =n? @oA ² 8 die ab-
geschlosseneUnterfamilie von 8 , die die singulären Kurven parametrisiert und es seidöeªg�h 1i79DE< ein Geradenbündel,dessenEinschränkungauf die KurvenpositivenGrad hat.
Wenn W e D einallgemeinerPunktist, danngilt dasfolgende:

(1) Die Unterfamilie 8 =n? @oA: vonsingulärenKurvendurch W hat höchstensDimension
1.

(2) Die Unterfamilie 8 =�? @�A�� :: ²�8 =n? @oA: vonKurven,die bei W singulärsind,ist höchs-
tensendlich.

(3) Wenn 8 =n? @oA�� :: nicht leer ist, dannsinddie zugehörigenKurvenimmersiert.
(4) Wenn

d
dieKurvenmit Multiplizität 2 schneidet,dannist 8 =�? @�A: höchstensendlich

und 8 =�? @�A�� :: ist leer.

25
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Es ist für die Anwendungwichtig, zu beachten,dassder Begriff eines“allgemeinen
Punktes”von der Wahl der Komponente8 und von der Wahl desGeradenbündels

d
ab-

hängt.
Wir werdenspäterim Abschnitt3.5sehen,dassdiesesResultatscharfist.

BEWEIS. Als erstenSchritt müssenwir eineAbschätzungfür die DimensionderUn-
terfamilie der nicht-immersiertenKurven finden. Wir bezeichnenden Raum der nicht-
immersiertenKurvenmit 8 =�? @�A!� @�? undbehaupten,dass

(3.1.1) � hI� 8 =�? @�A!� @�?:
�

G
ist. Dazuführenwir einenWiderspruchsbeweis.Wenn � hI� 8 =�? @�A!� @�?: ¸ G wäre,dannkönnen
wir eineeigentlicheKurve � ²ÞD finden,die zu einemallgemeinenPunkteinerKompo-
nentevon 8 =�? @�A!� @�?: gehört,welchevonmaximalerDimensionist. NachLemma2.1.6finden
wir einenglattenPunkt U e � der in Bezugauf

d p µ allgemeinist. Wir bemerken,dass�
kein isolierterPunktvon 8 =�? @�A!� @�?e ist undschließenausdemSpaltungskriterium2.2.1, dass8 =�? @�A!� @�?e nicht kompaktseinkann. Dannkann 8<e aberentgegenunsererAnnahmeauch
nicht kompaktgewesensein.DiesbeweistdieUngleichheit(3.1.1).

Als nächstenSchrittzeigenwir, dass

(3.1.2) � hI� 8 =�? @�A: � G
ist. Wir werden wieder einen Widerspruchsbeweis führen und nehmen an, dass� hI� 8 =�? @�A: ¸¤) ist. Wenn 8 H ²û8 =�? @�A: jetzt eineKurve ist, die nodaleKurven parame-
trisiert, dannkönnenwir Satz2.2.1auf die Familie 8 H anwenden,um zu sehen,dass8 H
nichtkompaktgewesenseinkann.Esfolgt, dassderAbschluss8 H dieUnterfamilie 8 =n? @oA!� @o?:
schneidetunddassdeshalb 1@/2� h0� � ��� �$�÷ 8 =n? @oA!� @o?: � G
gilt. Die Behauptung(1) folgt deshalbausderUngleichheit(3.1.1).

Um nunzuzeigen,dass8 =�? @�A�� :: höchstensendlichist, führenwir eineDimensionszäh-
lung durch.Esist klar, dass

� hI� Ú =�? @�A F_� hI� 8 =�? @�A S_GO¸�� h0� 8 =�? @�A�� :: SÃ� hI� D�SQG
ist. Daswiederumzeigt,dassdiegenerischeFaser- dernatürlichenAbbildung Ú =�? @�A aÆD
vonderDimension � h0� -Þ¸ � hI� 8 =�? @�A�� :: S_G
ist. Wennwir jetzt nochbemerken, dassdie natürlicheAbbildung -Æa°8 =n? @oA�� :: endlich
ist, dassalso � h0� - F � hI� 8 =�? @�A: gilt, dannerhaltenwir zusammenmit der Ungleichung
(3.1.2), dass G�¸�� hI� 8 =n? @oA: ¸�� hI� 8 =�? @�A�� :: S_G
ist. Damit ist dieBehauptung(2) bewiesen.

DieselbeDimensionszählung,angewandtaufdieFamilie 8 =�? @�A�� @�?: liefert zusammenmit
derUngleichung(3.1.1) die Aussage(3).

Um schließlichdieAussage(4) zubeweisen,argumentierenwir wie oben.Wir nehmen
an,dasseseinesinguläreKurve � ²HD gibt, die zu einemallgemeinenPunktvon 8 =�? @�A
gehörtund wähleneinenPunkt U e � , der allgemeinbezüglich

d p µ ist. NachSatz2.2.1
kanndie Familie 8 =�? @�Ae nicht kompaktsein,undwir habeneinenWidersprucherreicht. �
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Die Methoden,diewir zumBeweisderProposition1.3.3verwendethaben,liefernnoch
dasfolgendeKorollar, daswir aberhier nicht benutzenund nur der Vollständigkeit hal-
bererwähnen.Wir erinnernanHartshornesZusammenhangssatz(siehezumBeispiel[13,
thm.18.12],oderdie ausführlichereDarstellungin [17, chap.3.1]), derin unsererSituation
zeigt,dass8X: bei 8 =�? @�A�� :: nicht Cohen-Macaulayist, wenn � h0� 8X:X� G ist.

KOROLLAR 3.1.2. Die Normalisierungsabbildung à8;:áa 8X: ist außerhalbvon8 =�? @�A�� :: bijektiv. Wenn l e 8 =�? @�A�� :: gegebenist, dannenthältdasUrbild in à8;: mehrere
Punkte. �

3.2. Existenzeiner endlichenTangentialabbildung

Wenndie Dimension� hI� 8;: größeralseinsist, dannsagtSatz3.1.1, dasseinegene-
rischeKurve,die zu einemPunktin 8X: gehört,glatt ist. Wenn à8;: die Normalisierungvon8;: bezeichnet,dannkönnenwir alsoeine“Tangentialabbildung”

?@:q^qà8;:Xt4t�vu+w79myx\ p :2<
definieren,die einerKurve durch W ihre Tangentialrichtungbei W zuordnet1. Wir werden
in diesemAbschnittzeigen,dass? immerein endlicherMorphismusist. Diesbeantwortet
die Frage(4) zumindestteilweise.Analogzu derBemerkung,die wir auf Seite11 vor Mo-
ris Bend-and-Breakgebrachthaben,stellenwir fest,dassdasfolgendeResultatzwar nicht
zeigt,dasseineminimalerationaleKurve durcheinenPunkt W undeineTangentialrichtungz{ e m|\;p : eindeutigbestimmtist, aberimmerhinzeigt,dasseszu hinreichendallgemeinen
Daten 79W�� z{ < nurendlichviele Kurvengebenkann.

Falls D eineKontaktmannigfaltigkeit ist, werdenwir im Abschnitt6.5 sehen,dassdie
Abbildung ?@: einegenerischinjektive Immersionist.

DasBild derTangentialabbildungwurdevon J.-M. HwangundN. Mok in einerReihe
von Arbeitenin verschiedenenSituationen(zum Beispiel in [25] und [26]) untersucht.J.-
M. HwanghatdemAutor mitgeteilt,dassder folgendeSatz3.2.1zumBeispielverwendet
werdenkann,um einenneuen,einfacheren,BeweisderDeformationsstarrheitvon hermite-
schensymmetrischenRäumen[24] zugeben.

Im Allgemeinenist esoffen, ob ?4: immersiv ist und ob dasBild ?@:67Kà8;:=< irreduzibel
oder linear normal ist. Eine gut lesbareEinführungin diesenProblemkreisfindet sich in
demÜbersichtsartikel [22].

SATZ 3.2.1(ExistenzeinerendlichenTangentialabbildung). EsseienD und 8 wie in
denAnnahmen3.0.2. Wenn W e D ein allgemeinerPunkt ist, dann ist ?@: ein endlicher
Morphismus.

BEWEIS. Nach Proposition1.3.3 können wir à8;: mit gewissenKomponentenvonÔ ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79W��¦D"<XF��y/ � ,�¤ I¢ 7$+~}4�¦Dª��Ä
�
^[GCÅ�­a°W�<9	@ù identifizierenund erhaltenso fol-

gendeDarstellungvon ?@:
(3.2.1) à8X: ¥ ÷

�y/ �;�¤ I¢ 7$+~}4�¦Dª�
�
­aÆW�<9	@ùj

+w79m x\ p :2<
1 Wir verwendenin dieserArbeit dieGrothendieckscheNotation: ç � ô�¦n�M� � ô¨§©�9�!%��!ª0« ¦ .
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wobei Z einenMorphismus« aufdasBild seinerTangentialabbildungabbildetZ ^2«¼­aÆmy«K79m +�� p ¿ ±o' } Â <(�
Weil die Morphismen« aberbirationalsind und dasBild von « nachSatz3.1.1bei W im-
mersiertist, ist die Tangentialabbildungmy« nie Null, und Z ist daheranallenPunktenvonà8;: wohldefiniert.

Um zu zeigen,dass?@: endlichist, verwendenwir einenWiderspruchsbeweis.Wenn ?4:
nichtendlichwäre,dannkönntenwir einekompakteKurve 8 H ² 8X: finden,sodass?@:6798 H <
ein einzelnerPunkt { e +w79m x\ p :=< ist. NachBasiswechselnehmenwir an,dass8 H glatt ist
undbetrachtendasDiagramm

Ú HÒlk Ñ k D

8 H
wobei Ú H die Normalisierungdes Rückzugsder universellenFamilie und deshalbnach
Satz1.5.1ein +~} -Bündelüber 8 H ist. Esgibt einenSchnitt ,dc ²HÚ H , derauf denPunkt W
kontrahiertwird. Die EinschränkungdesTangentialbündelsauf ,dc liefert einenMorphis-
mus mT> H ^ p�¬l­ � Ì k a { �F �
wobei

p�¬#­ � Ì k dasNormalenbündelvon ,dc in Ú H ist, und { eineGeradein m|\;p : . Weil
dasNormalenbündelnicht trivial ist, mussdieseAbbildungabereineNullstellehaben.Also
existierteineKurvein 8 H , diebei W einenicht-immersierteSingularitäthat.Daswiderspricht
aberdemSatz3.1.1undwir sindfertig. �

3.3. Eindeutigkeit von minimalen Kurven durch zweiPunkte

In diesemAbschnittwerdenwir eineTeilantwort auf die in derEinleitungformulierte
Fragegeben,inwieweit zwei hinreichendallgemeinePunkteeineminimalerationaleKurve
eindeutigfestlegen. Wir zeigen,dassdie Eindeutigkeit für eineüberdeckendeFamilie von
rationalenKurvenvonsehrkleinemGradgilt.

Der wesentlichePunktim Beweis ist dasfolgendeKriterium von Y. Miyaoka,dasdie
Birationalitätvon >¤: mit derExistenzvon singulärenKurvenverbindet2. DiesesKriterium
war die ursprünglicheMotivationdesAutors für dasStudiumderFamilienvon singulären
rationalenKurven.

SATZ 3.3.1 (Miyaokas Existenzsatzfür singuläre Kurven, [36, V.3.7.5]). Wenn>¤:q^2Ú�:�aÆ.I/2143J5�798;:2< nicht birational ist, dannist 8 =�? @�A�� :: nicht leer.

Die IdeebeimBeweisdiesesKriteriumsist in derAbbildung3.3.1gezeigt.Wir wählen
eine generischeKurve � e 8;: und einenPunkt U e �.z�r�Wcs . NachAnnahmegibt es
eineweitereKurve ��e e 8;: , die sowohl W als auch U enthält. Wir betrachtenjetzt die
Deformationvon ��e , die entsteht,wennwir denPunkt U bewegen. Als Grenzfall werden
wir einenodaleKurveerhalten.

BEWEIS. Essei � e 8;: einegenerischeKurve. Wenn >¤: nichtbirationalist, dannwird
esin >�· }: >¤:67¤��<O²ÿÚ�: eineKurve ® geben,sodass>¤:
7�®q<��F r�Wcs ist undso,dass® keine
Faserder Abbildung Ûo:ú^¾Ú�:�a 8;: ist. Wir führengegebenenfalls einenBasiswechsel

2 Wir verwendenhier dieNotation1.3.2, die aufSeite7 eingeführtwurde.
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¯µ�f µ ÷ k µ ÷

¬#­
°±

Ú H
² k

³ k
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µ ÷

µ ÷ k
µ�f e ±

: k±
: ± D

8 H
ABBILDUNG 3.3.1. Existenzvon singulärenKurven

durchundkönnendannohneBeschränkungderAllgemeinheitannehmen,dass8 H ^ÝFQÛ~7�®X<
eineglatteKurve ist. Wir erhaltenalsoeineRegelflächeÚ H über 8 H mit einerAbbildung> H ^�Ú H a D die einenSchnitt ,dcÆ²ÿÚ H auf W kontrahiert.Wir beachten,dassdie Abbil-
dung > H nachSatz3.1.1entlangdesSchnittes,dc konstantenRang1 habenmuss,weil alle
Faservon Û H zu Kurven korrespondieren,die bei W immersiertsind3. Mit anderenWorten
könnenwir sagen,dassderSchnitt ,dc mit seinerreduziertenStruktureineKomponentedes
schementheoretischenUrbildes 7¤> H <(· } 79W�< ist.

Wir schreiben® � ,dcÿSµ´c- , wobei - eineFaserderAbbildung Û H ist und “ � ” die
numerischeÄquivalenzbezeichnet.Wenn 8 e g�h 1=79D"< ein amplesGeradenbündelist, und¶ die Überlagerungsordnungder(endlichen)Abbildung > H p ¯ ist, dannist®;��7¤> H <�x�798E<�F ¶ P�- ��7¤> H <�x�798E<(�
DieseZahl könnenwir auchandersausdrücken:®;��7¤> H <�x�798E<�F·,dc¯��7¤> H <�x 798"<¸ ¹�º »: ± S�´¨P�- ��7¤> H <�x�798E<(�
Es folgt, dass¶ F¼´ ist. Also muss 7¤> H p ¯ <(· } 79W�< ein Null-dimensionalesUnterschemavon
Länge ´ sein. Weil ,dc einereduzierteKomponenteim schementheoretischenUrbild von7¤> H < · } 79W�< ist, könnenwir die LängedesschementheoretischenSchnittes7¤> H p ¯ < · } 79W�<�ã½,dc
nach[18, V.1.4]alsSchnittzahlausdrücken:

length � 7¤> H p ¯ < · } 79W�<�ã2,dc � F·®�� ,dc´F5, Bc¸!¹�º!»¾ ± S�´ � ´��
Also musseseinenPunkt R e ®¿zÀ,dc geben,so dass>¤:67¤R=<�F W ist. Die zu Û H 7¤Ri< e 8;:
gehörendeKurve � : wird danneineimmersierteSingularitätbei W haben. �

Die angekündigteBirationalitätsaussagefolgt jetztalseinfachesKorollar.

3 Man kann auchohneSatz3.1.1 argumentierenund feststellen,dass Á{Â>Ã Ä0ÅoÆ ÇÇ nicht-immersierteKurven
enthältwennderRangvon ÈÊÉ�Ë Ì ­ aneinemPunktNull wird.
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SATZ 3.3.2(Kriterium für die Birationalitätvon >�: ). WennunterdenAnnahmen3.0.2
noch einGeradenbündel

d eÀg~h 1i79D"< existiert,welchesdieKurvenaus 8 mit Multiplizität 2
schneidet,dannist >¤: birational. Wenn U e .I/2143J5�798;:2< alsoein allgemeinerPunktist, dann
gibt esgenaueineKurvein 8 , diesowohlW als auch U enthält.

BEWEIS. Diesfolgt unmittelbarausMiyaoka’sExistenzsatz3.3.1für singuläreKurven
undausdemSpaltungskriterium3.1.1. �

DerSatz3.3.2wurdein derArbeit [31] auchin positiverCharakteristikbewiesen.Dann
folgt allerdingsnur, dass>¤: generischEins-zu-Einsist, und dasBeispiel1.5.2zeigt, dass
Birationalität im Allgemeinenauchnicht erwartetwerdenkann. Dies ist der Hauptgrund,
warumderBeweisfür die nachfolgendeCharakterisierungdesprojektivenRaumesin posi-
tiverCharakteristiknicht funktioniert.

3.4. Charakterisierung von +�,
In der Arbeit [35] habenS. Kobayashiund T. Ochiai den projektiven Raumals die

einzigeFano-Mannigfaltigkeit charakterisiert,derenkanonischesBündeldurch � hI� D SâG
teilbar ist. DiesesErgebniswurdespäterin ([15], sieheauch[5, chap.3.1]) für normale
Gorenstein-Varietätenverallgemeinert.Weil die Teilbarkeit deskanonischenBündelsbeim
StudiumvonVarietäten,dievonrationalenKurvenüberdecktwerden,im Allgemeinennicht
sichergestelltwerdenkann, ist es wünschenswert,eine Charakterisierungdesprojektiven
Raumeszu bewiesen,die normaleVarietätenzulässtundnur die Existenzeinerhinreichend
großenFamilievonminimalenrationalenKurvenannimmt,diekleinenGradbezüglicheines
amplenGeradenbündelshaben. Ein erstesResultatin dieserRichtungist implizit in [42,
lem.1.1] enthalten.In derArbeit [29] beweisenY. KachiundE. SatoeinähnlichesResultat
für nicht-kompakteFamilien von Kurven vom Grad2; allerdingswird hier vorausgesetzt,
dassesfür je zwei allgemeinePunkteU
�(R eineKurve l e 8;: gibt, die W , U und R enthält4,
undeswird angenommen,dassdieVarietätÍ -faktoriell ist.

Wir wendenSatz3.1.1an,um eineCharakterisierungdesprojektivenRaumesanzuge-
ben,diedieseResultatewesentlichverbessert;insbesonderewird dieschwerzuüberprüfen-
deAnnahmeder Í -Faktorialitätnicht benötigt.

In demPreprint[28] von K. Cho,Y. MiyaokaundN. Shepherd-Barronist eineandere
Charakterisierungvon +c, angekündigt,die die Schnittzahlbedingungnicht benötigt,wennD glatt ist,oderwenndieGesamtfamilie 8 kompaktist. AuchderFall, wo 8 nichtkompakt
ist, wird beschrieben.DerBeweisbautauf denErgebnissendieserArbeit auf.

SATZ 3.4.1 (Charakterisierungvon +�, ). Es sei D eine normaleprojektiveVarietät,
die über demKörper � der komplexen Zahlendefiniert ist. Es gebeein GeradenbündeldQeªg�h 1i79DE< undeineirr eduzibleKomponente8 ²_Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< mit folgendenEigen-
schaften:

(1) Wenn W e D einallgemeinerPunktist, dannist 8;: kompaktund .0/21@3J5�798;:=<�FQD .
(2) Wenn l e 8 eineKurveist, danngilt

d � l e r=GÖ��)=s .
Dannist D �F +�, .

4VergleicheMoris Bend-and-Break,Korollar 1.4.2.
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Satz3.4.1 folgt ausdem Kriterium 3.3.2 für die Birationalität von >¤: und auseiner
Argumentation,dievonS.Mori zumBeweisderHartshorne-Frankel-Vermutungentwickelt
wurde.Wir folgenderDarstellungin [36, V.3] undzitiereneinelementaresLemma.

LEMMA 3.4.2([36, V.3.7.8]). Essei Ú ein +~} -Bündelüber +�b undessei ,dc ²QÚ ein
Schnitt. WenneseinenbirationalenMorphismus>w^6ÚHa D gibt, der ,dc auf einenglatten
Punkt W abbildetundwenndieEinschränkung

>Cp Ì©Ï ¬l­ ^
Úµz�,dc´aÆDÐz[r�Wcs
isomorphist, dannist D �F +�, . �

BEWEIS VON SATZ 3.4.1. Es sei à8;: die Normalisierung einer Komponentedes
Raumes8X: und àÚ�: die Normalisierungder entsprechendenKomponenteder universellen
Familie Ú�: . BetrachtedasDiagramm

àÚ�: ��ÑÑ ÷
øÑ ÷

àÛo:i � -Bündel

®`79Dª��W�<
Aufblasungvon \ D

à8;: ¥ ÷ +w79m x\ p :2<
Esfolgt direktausdemBirationalitätskriterium3.3.2, dassà>�: birationalist.

Wir behaupten,dassderMorphismusà>�: überdie Aufblasung®¯79D���W�< von D in W fak-
torisiert. Dazubeachtenwir, dassdie Einschränkungvon à>¤: auf einebeliebigeFaservonàÛo: nachSatz3.1.1eineEinbettungist, weil die Bildkurve glatt ist. Dasschementheoreti-
scheUrbild ,dcÆF à>�· }: 79W�< ist deshalbein reduzierterCartier-Divisor und die Existenzder
Faktorisierungvia Ò>�: folgt ausderuniversellenEigenschaftderAufblasung[18, II.7.14].

Um jetzt zu zeigen,dass?4: ein Isomorphismusund à8;:;�F +�79m x\ p :=< ist, werdenwir ?4:
durch Ò>¤: ausdrücken. Dazubeachtenwir, dass,dc ein Schnittunddass àÛo:op ¬#­ ^�,dc a à8;:
ein Isomorphismusist. Wir identifizierenden exzeptionellenDivisor Óþ²5®`79Dª��W�< mit+w79m x\ p :=< und könnenalso schreiben?@: FÔÒ>¤:½^�7 àÛo:op ¬ ­ <(· } . Da nach Zariskis Haupt-
satzalle Fasernder birationaleAbbildung Ò>�: zusammenhängendsind, und die Abbildung?@:"FDÒ>¤:�^�7 àÛo:op ¬l­ <(· } aberendlichist, ist ?@: selbstbirational. Dannist ?@: abereinebira-
tionaleendlicheAbbildungzwischennormalenRäumenunddeshalb– wiedernachZariskis
Hauptsatz– isomorph.Also ist à8X:��F +�, .

Als nächsteswerdenwir zeigen,dassdie EinschränkungÒ>�:op øÌ2÷ Ï ¬#­ ^TàÚ�:�z�,dc´aÆDÕz[r�Wcs
isomorphist. Dazumüssenwir lediglichzeigen,dasseskeineKurve �Þ² àÚ�:�zS,dc gibt, die
von à>�: aufeinenPunkt U e D kontrahiertwird. WenneseinesolcheKurvegäbe,dannwäre� kompaktunddisjunkt zu ,dc . Wir erhieltenalsoeinepositiv-dimensionaleFamilie von
rationalenKurvenin D , die sowohl W alsauch U enthielten.DieswidersprächeaberMoris
Bend-and-Break,Korollar1.4.2.

In dieserSituationliefert dasLemma3.4.2dieBehauptung. �
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Ö ×n

Ö ×
Ö × × R Ö n
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e°

ABBILDUNG 3.5.1. Geradenim +KB mit L~M -Wirkung

3.5. Optimalität der Resultate

Wir werdenjetzt ein Beispielangeben,daszeigt, dassdie ErgebnissediesesKapitels
scharfsind.DasBeispielist demPreprint[28] entnommen.

BEISPIEL 3.5.1. Wir lassendieGruppeL~M derdrittenEinheitswurzelndurch

(3.5.1) C�^oÄ Ùª^ { ^lØ[Å|­a Ä Ùª^4CÀP { ^4C B P�Ø¾Å
auf +KB wirkenundbetrachtendenQuotienten� ^�+�BTaÆD Fú+�B�	�L�M .

Eine direkte Rechnungzeigt, dasses in Bezugauf die Abbildung � drei Sortenvon
Geradenin +�B gibt.

Koordinatenachsen: Die EinschränkungderAbbildung � aufeinederKoordinaten-
achsenl Ó Fÿr�Ù F

�
s , loÙqFÿr { F

�
s und l�Ú Fÿr!ØHF

�
s ist eine3:1 verzweigte

Überlagerung.
Geradendurch Fixpunkt: EineGeradelO²�+KB durcheinenderdrei L�M -Fixpunkte,

diekeineKoordinatenachseist,wird von � birationalaufeineKurvemit kuspidaler
Singularitätabgebildet.

andere Geraden: Alle Geraden,diekeinenderdreiFixpunkteenthalten,werdenvon� birationalauf eineKurve mit nodalerSingularitätabgebildet.Um dieseinzuse-
hen,betrachtenwir eineGeradel wie in Abbildung3.5.1. Wennl keinenFixpunkt
enthält,schneidensichdieGeradenl und C�P(l in genaueinemPunkt UXFúl�ã<CtP)l .
Wennwir Wª^ÝF·C
· } PCU schreiben,ist esklar, dass� 79W�<�F � 79UJ< ist, unddassW undU dieeinzigenPunkteauf l sind,diedurch � identifiziertwerden.

Weil die Einschränkungvon � auf eineGeradel stetsbirationalist, wenn l keineder
Koordinatenachsenist, erhaltenwir eineFamilie 8¶²�Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< vonsingulärenKur-
ven,die alsBild von Geradenin +KB auftreten,diekeineKoordinatenachsensind.

Dimensionsabschätzung. Die Familie 8 zeigt, dassdie DimensionsgrenzedesSat-
zes3.1.1 schonfür normaleVarietätentatsächlichangenommenwird. Weil der DivisorÛ PÖl Ó eÝÜ¥h0Ð 7$+�B�< derRückzugeinesCartier-Divisorsist, zeigt dasBeispielauch,dassdie
SchnittzahlbedingungdesSatzes3.1.1.(2) nicht abgeschwächtwerdenkann.

Singularität von 8;: . Wir identifizierendenRaumderGeradenin +�B mit demdualen+ xB undbeachten,dassdie induzierteL~M -Wirkung auf + xB wiederwie in (3.5.1) geschrieben
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werdenkann. Die Familie 8 kanndannals L�M -Quotient 8 �F 7$+ xB z�r@l Ó ��l�Ù2��loÚ�s�<9	�L�M ge-
schriebenwerden.Wennein allgemeinerPunkt W e +�B gegebenist, dannist die Mengeder
Geraden,die W enthält,eineallgemeineGeradeim dualenRaum+ xB . DasBild dieserGerade
im Quotientenraum8 wird danneinenodaleKurve sein. Die Unterfamilie 8 � � :!� ist also,
wie in Korollar 3.1.2vorhergesagt,selbstnicht normal.

In der Abbildung 3.5.1sind esdie Kurven l und C B P�l e 8;: , die von � identifiziert
werden.

Kurven durch zwei Punkte. Wenn W und W���U e +KB hinreichendallgemeinePunkte
sind, danngibt eseine Geradel4:#� e_²�+KB , die W und U enthält,und eineweitereGeradel4:#� ×oÖ e , die W und C P�U enthält.DieseGeradenwerdennicht gleichsein,undauchdie Bilder� 7$l4:#� e=< und � 7$l4:#� ×�Ö e=< sind nicht gleich. Es gibt in 8 dahermindestenszwei Geraden,die
sowohl � 79W�< alsauch � 79UJ<TF � 7WC_P�UJ< enthalten.Daszeigt,dassdie Schnittzahlbedingung
ausSatz3.3.2nicht abgeschwächtwerdenkann.

Charakterisierung desprojektiven Raumes. Die Beispielfamile 8 erfüllt alle Vor-
aussetzungendesSatzes3.4.1bis auf die ExistenzeinesGeradenbündels,dasdie Kurven
mit Multiplizität zwei odereinsschneidet.DeshalbkannauchdieseBedingungnicht abge-
schwächtwerden.





KAPITEL 4

Familien von singulärenebenenKubiken

Um die singulärenrationalenKurvenzu studieren,die einealgebraischeVarietätüber-
deckenhabenwir im Kapitel 2 ein Spaltungskriteriumfür Familienvon singulärenKurven
entwickelt. Dazu habenwir im Abschnitt 2.3 einepartielle Auflösungder Singularitäten
konstruiert,die die Familie von – möglicherweisesehrsingulären– rationalenKurven in
einebesserhandhabbareFamilie von singulärenebenenKubiken verwandelt. DasHaupt-
argumentbeim Beweis desSpaltungskriteriumlief danndaraufhinauszu zeigen,dassder
TotalraumdiesesBündelsin bestimmtenSituationennicht projektiv seinkann.Aus diesem
Grund ist die FragenacheinerendgültigenCharakterisierungder projektiven Bündelund
dasStudiumderModuli solcherBündelvon Interesse.Die LösungdesCharakterisierungs-
problemsist dasThemadiesesKapitels.

Wir betrachtenalso(singuläre)VarietätenD , die einenMorphismusÛ ^�D a � auf
eineglattealgebraischeKurve besitzen,sodassalle Fasernisomorphzu integralenundsin-
gulärenebenenKubikensind.Obwohl � in dieserSituationimmermit offenenMengenÚ �
überdecktwerdenkann,sodassD � ^'F_Û�· } 7�Ú � < mit einerFamilievonkubischenKurvenin+KB[©¼Ú � identifiziertist, kann D im Allgemeinennicht in ein +KB -Bündelüber � eingebettet
werdenundist im Allgemeinenauchnichtprojektiv.

Es wird sich zeigen,dassdie Menge Þ der projektiven Bündelwederoffen nochab-
geschlossenin der Mengealler Bündelvon ebenenKubiken ist und dassdie irreduziblen
Komponentenvon Þ Untervarietätenvon hoherKodimensionsind. Eine präziseAussage
findetsichin derBemerkung4.2.5weiterunten.

4.1. Regelflächenund elementare Transformationen

Bevor wir im Abschnitt4.2dieErgebnissediesesKapitelszusammenfassen,ist essinn-
voll einigeelementareFaktenüberdenNormalisierungsmorphismusund überelementare
TransformationenzwischenminimalenRegelflächenzusammenzustellen.

4.1.1. Regelflächen.Als erstenSchritt in der ReduktiondesCharakterisierungspro-
blemsbeobachtenwir, dassdie folgendenDatenäquivalentsind.

(1) Ein Bündel D von singulärenebenenKubikenübereinerglattenKurve � .
(2) EineRegelfläche àD über � undeinDoppelschnittà,"² D .

Der ZusammenhangzwischendiesenDatenbeschreibtsichwie folgt: Wennein Bündel D
vonsingulärenebenenKubikengegebenist,wissenwir nachSatz1.5.1, dassdieNormalisie-
rung àD ein +~} -Bündelüber � seinwird. DasschementheoretischeUrbild des(reduzierten)
OrtesderSingularitätenwird dannein Doppelschnittsein. Auf deranderenSeitenkönnen
wir, wenn àÛk^ àD a � ein +~} -Bündel mit Doppelschnitt à, ist, dasfolgendeDiagramm

35
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konstruieren.

àD �
IdentifizierungøÒi � -Bündel

D
Ò

Bündelvonsingulären
ebenenKubiken�

ÜbereinertrivialisierendenoffenenMengeÚ � ²ú� ist derIdentifizierungsmorphismus� � F � p Ìàß lokal wie die Abbildung � ausAbschnitt2.3 (Seite18) gegeben.Eineelemen-
tareRechnung,die wir demLeserüberlassen,zeigt, dassdie lokalenMorphismen� � zu
einemglobalenMorphismusverkleben.Wie im Abschnitt2.3ist für einenPunkt § e � mit
FaserD Í ^'FÞÛ�· } 7 § < die FaserD Í nodal,wenn à, die Faser àD Í ^'F àÛ�· } 7 § < in zwei unter-
schiedlichenPunkteschneidet.Die FaserD Í ist kuspidal,wenn à,Àã àD Í ein Doppelpunkt
ist.

Wir bemerken,dassdie Verklebungsmorphismenim Allgemeinennicht von Automor-
phismendes+KB kommen.AusdiesemGrundkann àD im Allgemeinennichtin ein +KB -Bündel
über � eingebettetwerden.

4.1.2. ElementareTransformationen. DaswesentlicheWerkzeugbeiderDiskussion
vonRegelflächenwird die“elementareTransformation”sein,dieeinebirationaleAbbildung
zwischenRegelflächenist. Wir verweisenauf [18, V.5.7.1]für die Definition derelementa-
renTransformationundfür diezugehörigeTerminologie.

Wenn Û"^ �ÿa � eineRegelflächeist und 7�,   �ny   <   : }0U U U , eineSammlungvonSchnitten,   ²_� undeffektivenDivisoren y   eIÜ¥h0Ð 7¤�u< , sodassdie Träger p y   p paarweisedisjunkt
sind,könnenwir induktiv wie folgt einebirationaleAbbildungá�â / � ¬ a � � a � a�ã �$ä ä ä Î ^i� t@t�vúà�
zwischenRegelflächendefinieren:WähleeinenIndex å , wähleeinenabgeschlossenenPunkt§ e p yQæ
p undführeeineelementareTransformationmit ZentrumÛ�· } 7 § <4ã�,àæ durch.Ersetze
die ,   durchihrestriktenTransformierten,ersetzedie y   mit y   YIç   æ § (hierbezeichnetç   æ
dasKronecker-Symbol)undfahrefort, bis alle y   gleichNull sind. Esfolgt direkt ausder
KonstruktionderelementarenTransformation,dassdie Zielvarietät à� unddie resultierende
birationaleAbbildungunabhängigvondendiversenWahlensind,dieesbeiderKonstruktion
gab.

DasInverseeinerelementarenTransformationkannwiederalselementareTransforma-
tion geschriebenwerden. Das folgendeLemmazeigt, wie die inverseTransformationin
unsererNotationgeschriebenwerdenkann.Der Beweisist elementarundwird deshalbhier
ausgelassen.Die Abbildung4.1.1zeigtdasErgebnisdesLemmasin einereinfachenSitua-
tion.

LEMMA 4.1.1(Gestaltder inversenTransformation). Es sei Û ^K�¶a¹� eineRegel-
fläche, esseien 7�,   <   : }0U UVU , Schnitte und y  �eèÜ¥h0Ð 7¤��< effektiveDivisoren mit disjunktem
Träger. Wir nehmenan, dassfür jedenIndex ] und jedenPunkt § e p y   p ein eindeutiger
Index å existiert, so dass Û�7�y   ãEyQæÖ<é�ê § ist. Man betrachte die birationaleAbbildungá�â / � ¬ a � � a � a�ã �$ä ä ä Î ^|�¨t4t�v à� . Wenn à,   ² à� die striktenTransformiertender ,   bezeichnen,
undwennwir ày   ^'F ëæ#8:   � Í �Mì ��í ì Ï Ò � ¬ a�î ¬ í � � 3J. Õ Í 7�yQæ�<©P §
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� ¬ �¬ R¬!ï ± ð�ñVò]ó�ô Roõ ö�R9÷
à� ø¬ �ø¬ R
ø¬ ï

±
ð�ñVò óFøô � õ øö � ÷

� � R± �ø�~�±
ABBILDUNG 4.1.1. ZueinanderinverseelementareTransformationen

setzen,dannist die inverseTransformationgegebenalsá�â / · }� ¬ a � � a � a�ã �$ä ä ä Î F á�â / � ø¬ a � ø� a � a�ã �$ä ä ä Î � �
4.1.3. Projektivität und Basiswechsel.Um technischeSchwierigkeitenbei derCha-

rakterisierungvon projektiven Bündeln zu vermeidenwerden wir häufig Basiswechsel
durchführen.Dabei ist eswichtig, dassein BündeldurchdieseOperationnicht projektiv
werdenkann.

LEMMA 4.1.2. Essei Û ^iD a � einBündelvonsingulärenebenenKubikenundessei� ^
� H aÜ� ein endlicher MorphismuszwischenglattenKurven.Dannist D H ^ÝFöDj©~µª� H
genaudannprojektiv, wennD projektivist.

BEWEIS. Esist klar, dassD H projektiv ist, wenn D projektiv ist undesbleibt nurnoch
die andereRichtungzu betrachten.Wir nehmenalsoan,dassD H projektiv ist undwerden
zeigen,dassdiesdie Projektivität von D impliziert. Es sei «H^�D H aüD der natürliche
Projektionsmorphismus.

Da alle Fasernvon Û generischreduziertsind,folgt aus[18, Ex. III.10.2], dassdersin-
guläreOrt Dm=�? @�A keine Û -Fasernenthält.Wir könnenalsoimmereinenreduzierten,irredu-
ziblenundsehramplenCartier-Divisor 8¶² D H finden,sodass«�798E< denVerzweigungsort
von « nur in glattenPunktenvon D schneidet– beachte,dassder Verzweigungsortvon «
endlicheviele Û -Fasernsind. Der Beweis ist beendet,wennwir zeigen,dass«K798"< Cartier
ist.

Es folgt aberdirekt ausder Konstruktiondass «�798E< Cartier in einer Umgebung des
Verzweigungsortesvon « Cartier ist. Wenn D Í auf der anderenSeiteirgendeineandere
Faserist, dannfindenwir eine(analytische)Umgebung Ú von D Í , sodass«c· } 7�Úu< in � Zu-
sammenhangskomponentenÚ � }$� �4�@�4�4�)Ú � N � zerfällt, sodassfür alle Indices] die Abbildung«�p Ì ó a ÷ ^
Ú �   � a Ú isomorphist. In dieserSituationist klar, dass

«�798E<@p Ì F ë  : }9UVU U N «K798�ã¼Ú �   � <
ist, wobeijederSummandCartierist. DasLemmafolgt. �
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4.2. Charakterisierung von projektiven Bündeln

In diesemAbschnittwerdenwir die HauptergebnissedesKapitels4 zusammenfassen.
Die BeweisederAussagenwerdenabererstnachAbschnitt4.3gebracht,weil wir dort erst
denBegriff desoskulierendenOrteseinführenund eineReihevon grundlegendenEigen-
schaftenbeweisen.

4.2.1. Bündel von kuspidalen Kurven. Für Bündelvon kuspidalenKurvenist esbe-
sonderseinfach,dieprojektivenBündelzucharakterisieren.

SATZ 4.2.1. Essei � eineglatteKurveund D¨aj� einBündelvonkuspidalenebenen
Kubiken.Wennß¯^�àD aÆD dieNormalisierungbezeichnet,dannist D genaudannprojektiv,
wenneseinenSchnitt à,dcÆ²üàD gibt, der disjunktzumUrbild dessingulärenOrtesvon D
ist: à,dcâã¯ßo· } 79Dm=�? @�A�<�Fù¢ .

DerBeweiswird in Abschnitt4.4erbracht.

4.2.2. Bündel von Kubiken mit nodalen Fasern. In diesemAbschnittsei � durch-
gängigeineglatteKurve und Û ^�D a � ein Bündelvon singulärenebenenKubiken,so
dassnicht alle Fasernkuspidalsind. Es folgt dannausder Deformationstheorie,dassalle
bis auf endlichviele Fasernnodalsind. Wenn ß ^"àDáa D wiederdie Normalisierungbe-
zeichnet,dannist àD ein +~} -Bündelüber � und ßo· } 79Dm=�? @�A�< ist einreduzierterDoppelschnitt
über � . Nachdemwir – falls nötig – einenBasiswechseldurchführen,könnenwir anneh-
men,dassder Doppelschnittß · } 79D�=�? @�A�< in zwei Schnittezerfällt, die wir mit à, ± und à,dc
bezeichnen.Wir erinnernunsin diesemZusammenhanganLemma4.1.2: die Projektivität
vonBündelnist stabilunterBasiswechsel.

DasfolgendeLemmagibt eineerste,notwendigeBedingungdafür, dassD projektiv ist.

LEMMA 4.2.2. Wenn D projektiv ist, dannsind à, ± und à,dc als Cartier-DivisorenaufàD numerisch äquivalent.

BEWEIS. Wenn D projektiv ist, dannist der Rangder Picard-Gruppe
g�h 1=79D"< gleich

zwei, und der Quotient
g~h 1i7 àD"<9	�ß x 7 g�h 1 79DE<�< ist Torsion. Also sind die Divisoren à, ±

und à,dc numerischäquivalent,wenn für alle Geradenbündel8 e ß x 7 g�h 1i79DE<�< gilt, dass8ª� à, ± FÜ8ª� à,dc ist. Das aber ist klar, weil die Einschränkungenß�p ø¬ L und ßcp ø¬ ­ jeweils
birationalauf dasBild sindundweil ß|7 à, ± <�FQß�7 à,dc;< ist. �

Die Bedingungvon Lemma4.2.2 ist abernicht hinreichend. Die Formulierungder
vollständigenBedingungwird einfacher, wennwir die folgendeKonstruktionbetrachten,
die in derAbbildung4.2.1gezeigtist.

Weil àD ein +~} -Bündelüber � ist, könnenwir nacheinemweiterenBasiswechselan-
nehmen,dass à, ± und à,dc linear äquivalentsind. Wir betrachtendasfolgendeDiagramm.

(4.2.1) ÒD àDú�û 6 óFøô L õ øö L ÷ r D

� � �
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ÒD

àD
rú�û 6 óWøô L õ øö L ÷

D

�
ABBILDUNG 4.2.1. KonstruktionvonBündeln

wobei y ± ^ÝF ëü � ø¬ L î ø¬#­ � 3J. Õ ü 7 à, ± ã à,dc;<�P àÛ~7�T�<
und

� 3J. Õ ü 7 à, ± ã à,dc;< die lokaleSchnittmultiplizitätist. Die Abbildung á�â / � ø¬ L � ø� L � ist alsodie
minimaleFolgevonelementarenTransformationen,sodassdiestriktenTransformierten, ± ,,dc von à, ± und à,dc disjunktwerden– beachtedazu,dassesunmittelbarausderKonstruk-
tion derelementarenTransformationenfolgt, dassdieSchnittzahlderstriktenTransformier-
ten von à, ± und à,dc mit jederTransformationin der Folge á�â / � ø¬ Lo� ø� L0� um genau1 sinkt bis
schließlichdie 0 erreichtist.

Wir beachten,dassmit à, ± und à,dc auch , ± und ,dc linearäquivalentsind,unddass ÒD
deshalbisomorphzumtrivialenBündel +~}y©ª� ist. Die zu á�â / � ø¬ L�� ø� L0� inverseAbbildungist
wie folgt beschrieben.

SATZ 4.2.3. Es gibt effektive Divisoren y  áe Ü¥h0Ð 7¤��< und disjunkte Schnitte7�,   <   : }9UVU U ,¼²�+~}T©ª� , die FasernderProjektion +~}[©ª� a³+~} sind,sodassá�â / · }� ø¬ Lo� ø� L0� F á�â / � ¬ aý� � aF�Wa�ã �$ä ä ä Î
ist.

DieseBeschreibungermöglichtesunsschließlich,notwendigeundhinreichendeBedin-
gungenfür die Projektivität von D zu formulieren. Wir charakterisierendie Divisoren ,   ,
die vonprojektivenBündelnkommen.

SATZ 4.2.4. Es sei � eine glatte Kurve, ´ e þ
eine positive ganze Zahl,7�y   <   : }0U UVU , eùÜ¥h0Ð 7¤�u< beliebige disjunkteund effektiveDivisoren und , ± , 7�,   <   : }9UVU U , und,dc beliebige (unterschiedliche)Fasernder Projektionsabbildung+�}¥© � aÜ+�} . Konstru-

iereeinBündelvonsingulärenebenenKubikenwie folgt:

(4.2.2) +�}[©ª� ú�û 6 ó�ô a õ ö a ÷ a�ã �$ä ä ä Î
elementare

TransformationenProjektion Ò R àD � óFøô L õ øô ­ ÷
IdentifikationøÒ

D
Bündelvonsingulären

ebenenKubiken
Ò

� � �
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wobei � � ø¬ Lo� ø¬#­ � die Identifikationsabbildungist, die im Abschnitt 4.1.1beschriebenwurde.
In dieserSituationist dasBündelD genaudannprojektiv, wenneseineKoordinateauf+~} gibt, sodass , ± F r
Ä

�
^6GCÅ9s�©ª�,dc F r
Ä'G�^
�
Å9s�©ª� und,   F r
Ä C   ^6GCÅ9s�©ª�

sind,wobeidie C   Einheitswurzelnsind.

Die Konstruktion (4.2.2) ist natürlich das Inverseder Transformation,die im Dia-
gramm(4.2.1) dargestelltist.

BEMERKUNG 4.2.5. Wennwir die Basiskurve � undeineZahl ´ fixieren,dannliefert
die KonstruktionausTheorem4.2.4eineAbbildung( ^xÿ ´ -Tupel 7�y   �n,   <   : }0U UVU ,

vonDivisorenundSchnitten � a ÿ Isomorphieklassenvon
BündelnvonebenenKubiken � �

WenndieKurve � nureineendlicheAutomorphismengruppehat,dannwird dieAbbildung( endlich-zu-einssein. In diesemSinnekönnenwir sagen,dassdie Menge Þ von projek-
tiven Bündelnwederoffen nochabgeschlossenin der Menge � aller Bündelvon ebenen
Kubiken ist. Darüberhinausist jedeirreduzibleKomponenteÞ ± ²ÐÞ eineUntervarietät
einerKomponente� ± ²�� undesgilt:

� hI� Þ ± F G) � h0� � ± �
4.3. OskulierendeOrte

In diesemAbschnittwerdenwir die spezielleGeometrievon projektivenBündelnvon
singulärenebenenKubiken untersuchen.Die Resultatewerdenspäterin den Abschnit-
ten4.4–4.6verwendet,um die HauptresultatedesKapitelszu zeigen.In diesemAbschnitt
nehmenwir stetsan,dassÛ�^JDja � ein projektivesBündelvon singulärenebenenKubi-
kenübereinerglattenKurve ist, unddass

d e¼g�h 1i79DE< einrelativ amplesGeradenbündelist.
Wie vorherbezeichnenwir die Normalisierungmit ß¯^�àD aÆD .

4.3.1. Der Ort der
d

-oskulierenden Punkte. Wir könnenwie die
d

-oskulierenden
Punkteauf denFasernverwenden,um einenglobalen(Multi-)Schnitt à,V²�àD zu definieren.
Die detaillierteUntersuchungvon à, wird denKernderspäterenArgumentationliefern. Zu-
nächstist esaberwichtig zu beachten,dassdie relative Picard-Gruppein unsererSituation
teilbarist.

PROPOSITION 4.3.1(Teilbarkeit derrelativenPicard-Gruppe). Wir bezeichnendenre-
lativenGrad desGeradenbündels

d
mit � ; � seialsodie Schnittzahlvon

d
mit einerFaser

von Û . Wir wähleneinenPunkt § e � , eineEinheitskreisscheibe� ²ú� , dieum § zentriert
sei und setzenD�� ^'F¨Û · } 7��X< . Nachdemwir � gegebenenfallsverkleinern,gibt esein
Geradenbündel

d H e¼g�h 1=79D�� < , sodass� d H �F d p \	� ist.

BEWEIS. Als erstenSchrittwerdenwir beweisen,dass8 B 79D��[��Lw<T�F L ist. Um dies
einzusehenerinnernwir daran,dassdie Deformationstheoriezeigt,dass– nachdemwir �
gegebenenfallsverkleinern– D�� vonderForm

D����F r279W��ÖÄ U ± ^iU2}[^ UiB)Å$< e � ©`+�Bwp�UiB)U B} Y"U M± YV«K79W�<�U B± UiB�s
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ist, wobei « eineFunktion « e �¯7��;< ist. Wennwir dennicht-normalenOrt mit
p ² D��

unddasUrbild mit àp ^'F´ßo· } 7 p < bezeichnen,dannist
p F
��©Vr2Ä

�
^
�
^~GCÅ¡s isomorph

zu einerEinheitskreisscheibeund àp ist entwedereineEinheitskreisscheibeoder àp ist die
Vereinigungvon irreduziblenKomponenten,die je isomorphzu � sindundsichgemeinsam
in einemeinzigenPunktschneiden.In dieserSituationverwendenwir die Mayer-Vietoris
Sequenzfür die reduzierteKohomologieunderhalten

�4�4�
aÆ8 } 7~àp ��Lw<¸ ¹�º »: ± aÆ8 B 79D��[��Lw<~aÆ8 B 7�àD��T��Lw<¸ ¹�º »: L w�8 B 7 p �¦Lw<¸ ¹�º »: ± aá�4�@�
Wir verweisenauf [2, prop.3.A.7,p. 98] für einenähereBeschreibungdieserSequenz.

Jetztwählenwir einenSchnitt ��² D�� der vollständigim glattenOrt enthaltenist.
Nachdemwir � wiederverkleinern,wird dies in jedemFall möglich sein. Betrachtedie
Exponentialsequenz

�4�4�uY4Y6YJY(a 8 } 79D��[�)�q< �Y4YJY6Y(a 8 } 79D��[�)� x < jY@Y6YJY(a 8 B 79D��T��Lw<¸ ¹�º »�: L Y4YJY6Y(a �@�4�
Das Element �Þ^ÝF 7 d p \
� Y �¯7��½P���<�< erfüllt die BedingungZ�7��o<¼F

�
und ist deshalb

in
g�h 1 ± 79D�� <EFáÇ �;È�É Ê 7ý��< enthalten. Es sei � H e �~· } 7��o< ein Punkt im Urbild. Weil8 } 79D��[�)�q< ein � -Vektorraumist, könnenwir ein Element � H H e 8 } 79D��[�C�q< finden,so

dass� H FH��P�� H H ist. Wir könnendenBeweisalsobeendenindemwir
d H ^ÝF¿��7�� H H <�ºú�¯7+��<

setzen. �
S. Helmke hat daraufhingewiesen,dassmandie Proposition4.3.1auchzeigenkann,

indemmandasBündel D�� in ein Bündelvon kuspidalenKurven deformiertwo die Be-
hauptungdanntrivial ist.

Die Teilbarkeit von
d

hatzur Folge,dasswir lokal immereineKomponentedesosku-
lierendenOrtesfindenkönnen,die ganzim glattenTeil D�O6å$Au²�D enthaltenist.

KOROLLAR 4.3.2. Fixiere einenPunkt § e � . Wenn �³²Þ� einehinreichendkleine
Einheitskreisscheibeum § ist, dannexistiertein

d
-oskulierenderSchnitt , H } ² D�� , derganz

im glattenOrt von D�� liegt. Genauergesagt, existiert ein Schnitt , H } ² D��"� O
å+A , so dass
für alle Punkte§ e � undFasernD Í ^'F Û�· } 7 § < der Schnitt , H } ã`D Í ein

d
-oskulierender

PunktderFaser D Í ist.

BEWEIS. Es sei
d H efg~h 1i79D�� < ein Geradenbündel,so dass � d H �F d

ist; die Exis-
tenzvon

d H wird von Proposition4.3.1garantiert.Man beachte,dassdie direkteBildgarbe� ± Û x 7 d H < lokal frei vomRang1 ist. Deshalbgibt es,nachdemwir � gegebenenfallsverklei-
nern,einenSchnitt � e 8 ±i79D��[� d H < , dessenEinschränkungauf einebeliebigeFaservon Û
nicht identischverschwindet.Weil derrelativeGradvon

d H aber1 ist, ist dieEinschränkung
von � auf eineFaserein Schnitt,derangenaueinemglattenPunktderFaserverschwindet.
DieserPunktist

d
-oskulierend.Also enthältderDivisor ,c} e p d H p \	� p , derzu demSchnitt� gehört,ausschließlichglatte

d
-oskulierendePunkteundwird von Û bijektiv auf die Basis

abgebildet. �
4.3.2. Der oskulierendeOrt in der Umgebung einer nodalenKurve. In diesemAb-

schnitt sei � ± ²Ü� die maximaleMenge,so dassalle Û -Fasernüber � ± nodaleebene
Kubiken sind. Wir nehmenzusätzlichan, dass � ± nicht leer ist, dassalsonodaleFasern
existieren.
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àD ø¬ �ø¬ R
ø¬!ïø¬ L
ø¬#­ ±ü �� óFøô L õ øô ­ ÷

D

�
ABBILDUNG 4.3.1. DeroskulierendeOrt in derNäheeinerkuspidalenKurve

DasKorollar4.3.2gibt bereitseinevollständigeBeschreibungdes
d

-oskulierendenOr-
tesin derNäheeinernodalenFaser.

LEMMA 4.3.3. Wenn � der Grad der Einschränkungvon
d

auf eine Û -Faserist, dann
gibt eseinen � -fachen reduziertenMultischnitt , H ² D ±O6å$A ²ûD ± ^ÝF Û�· } 7¤� ± < , so dass
dessenEinschränkungauf jedeFaser , H ã¯D r genaudie

d
-oskulierendenPunkteder Faser

sind.

BEWEIS. Essei § e � ± irgendeinPunktund �k²_� ± einekleineEinheitskreisscheibe,
die um § herumzentriertist. DasUrbild D���^'F Û�· } 7��;<¼²ûD wird dannisomorphzu�T}y©�� sein,wobei �y} die nodaleKubik bezeichnet.Weitersei , H } ²_D��"� O
å+A einerder

d
-

oskulierendenSchnitte,dessenExistenzdurchKorollar 4.3.2garantiertwird. Wähleeinen� -Isomorphismus>¼^��Æ©Ã� x a D��`� O
å+A , so dass , H Fj>(7��Æ© r=GÖs�< ist. Wendedann
Lemma2.1.3an,um zusehen,dass, H wie folgt angegebenwerdenkann, H FârÖ>¦7�� © r�C   s�<�p+C N  FfGÖsi�
Die BehauptungdesLemmasfolgt. �

DEFINITION 4.3.4. Essei à,�² àD derAbschlussvon ßo· } 7�, H < . Wir nennendie irredu-
ziblenKomponenten7 à,   <   : }9UVU U ,¼² à, die “

d
-oskulierenden(Multi-)Schnitte”.

4.3.3. Der oskulierendeOrt in der Umgebung einer kuspidalen Kurve. Als nächs-
ten Schritt geben wir Koordinatenauf àD�� ^ÝF àÛ�· } 7��;< an, mit denen sich die

d
-

oskulierendenSchnittesogar dannexplizit schreibenlassen,wenn D�� einekuspidaleFaser
enthält.Die Abbildung4.3.1zeigtdasErgebnisin einemeinfachenFall mit ( FfG .

PROPOSITION 4.3.5. Wir nehmenan, dassdasUrbild ßo· } 79Dm=�? @�A�< zweiunterschiedli-
cheSchnitte à, ± und à,dc enthält.WenneinPunktT e à, ± ã à,dc gegebenist, dannexistierteine
Einheitskreisscheibe �Ü²k� um àÛ~7�T�< so dass àÛ�· } 7��;<�ã à, in � irr eduzibleKomponentenà,   zerfällt, die jeweilsSchnitteüber � sind. Desweiterenexistiert ein eindeutigbestimmter
Index Gu�Bå¯�ö� sodassTX�e à,àæ ist. Alle anderenKomponentenà,�� , à, � mit � , A��e r

�
�$å���� s
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enthaltenT . Wenn ( F � 3J. Õ ü 7 à, ± � à,dc;< die lokaleSchnittmultiplizitätvon à, ± und à,dc bei T
bezeichnet,danngilt noch� 36. Õ ü 7 à,��=� à, � <~F � 3J. Õ ü 7 à,��=� à, ± <~F � 3J. Õ ü 7 à,��=� à,dc;<~F ( �

BEWEIS. WähleeineEinheitskreisscheibe� ²H� die um § ^ÝF àÛ~7�T�< zentriertist und
statte � mit einerKoordinateW aus. Die Faser D Í ^ÝF Û�· } 7 § < ist einekuspidaleKurve.
Nachdemwir � gegebenenfallsverkleinern,könnenwir annehmen,dass§ dereinzigePunkt
in � ist, dessenUrbild einekuspidaleKurveist. NachKorollar4.3.2könnenwir einenIndexå finden,so dassT �e à,àæ ist. Deshalbkönnenwir Bündelkoordinatenauf àD��´�F � ©"+�}
finden,sodasswir schreibenkönnen

à, ± F r27¦Ä U2}[^ UiB)Å¡�¦W�< e +~}T©�� p�U
}�FQW b U B�sà,dc F r27¦Ä U2}[^ UiB)Å¡�¦W�< e +~}T©�� p�U
}�FHY W b UiB�sà,àæ F r27¦Ä U2}[^ UiB)Å¡�¦W�< e +~}T©�� p�U
}�F
�
si�

Wenn � e � , �E�F § irgendeinPunktist, dannparametrisiertdie Abbildung ß_^ >�� mit

>���^³� x a àÛ�· } 79W�</ ­a Ä � b 7W/cS_G�<w^
7�G¾Y /�<�Å
denglattenOrt von Û�· } 7��6< . Wir wendenLemma2.1.3mit >KF_ßQ^ >�� anundschreiben

à,;ã àÛ · } 7��;<�F r27¦Ä U
}¾^iU B)Å¤��W�< e +~}T©��âp�U2}�7WC¥Y G�<~F_W b U B 7WC[SQG�<(��C N FfGÖsi�
Die Behauptungfolgt. �

4.4. Beweisvon Satz4.2.1

Der Satz4.2.1ist einedirekteKonsequenzausKorollar 4.3.2. Wir nehmenan,dassD
projektiv ist. Wennjetzt alle Fasernvon Û kuspidalsind,danndefiniertdie Einschränkung
von

d
auf eine Û -FasereineneindeutigenoskulierendenPunkt,und der lokale Schnitt , H } ,

dessenExistenzin Korollar 4.3.2gezeigtwurdesetztsich zu einemglobalenSchnitt à,dc
fort, dervollständigim glattenOrt von D enthaltenist.

Wennauf der anderenSeiteein Schnitt à,dc gegebenist, dannist ß|7 à,dc;< Cartierund
relativ ample.DasBündel D wird alsoprojektiv sein.

4.5. Beweisvon Satz4.2.3

In derSituationvomSatz4.2.3folgt unmittelbarausderProposition4.3.5dass

à,�� à, ± F à,K� à,dc FH7���Y G�< à, ± � à,dc
ist. Eine elementareRechnungzeigt, dassdie SchnittzahlzwischendenstriktenTransfor-
miertenvon à, und à, ± bei jederelementarenTransformationin der Sequenzá�â / � ø¬ Lo� ø� L9� um7���Y G�< fällt.

Wennalso ,"² ÒD �F +~}K©�� diestrikteTransformationvon à, bezeichnet,dannerhalten
wir alsdirekteKonsequenz,dass, , , ± und ,dc paarweisedisjunktsind. Esfolgt, dass, in
irreduzibleKomponenten7�,   <   : }9UVU U N zerfällt,die jeweilsFasernderProjektion+~}c©¥� aÆ+�}
sind.Daswiederumbedeutet,dassder

d
-oskulierendeMultischnitt à, in � irreduzibleKom-

ponentenzerfällt,dieSchnitteüber � sind.
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UnterdiesenVoraussetzungenkönnenwir dasLemma4.1.1überdie Gestaltder inver-
senAbbildungauf á�â / � ø¬ L � ø� L � anwenden.GenauergesagtzeigtdasLemma,dassá!â / · }� ø¬ Lo� ø� L0� F á�â / � ¬ a � � a � a�ã �$ä ä ä Î
ist, wobei y   ^ÝF ëü � ø¬ L î ø¬#­ � ø¬ a 8� ü � 3J. Õ ü 7 à, ± ã à,dc�<�P àÛ�7�T|<(�
Damit endetderBeweisvonSatz4.2.3.

4.6. Beweisvon Satz4.2.4

4.6.1. Hinr eichendheit. Wir beginnendenBeweis,indemwir annehmen,dass,   undy   wie in Satz4.2.4gegebensind,und indemwir annehmen,dasseineKoordinateauf +~}
existiert, so dassdie ,   den Einheitswurzelnentsprechen.Wir werdenunter diesenAn-
nahmenzeigen,dassdie Varietät D projektiv ist. Genauergesagtfixierenwir einenIndexG � ]q� ´ und bezeichnendie strikte Transformiertevon ,   mit à,   . Wir werdenzeigen,
dassdasBild , H  ^'F � � ø¬ Lo� ø¬l­ � 7 à,   <¥² D ein Í -CartierDivisor ist. Also wird ein geeignetes
Vielfachesvom , H  ein relativ amplesGeradenbündelerzeugen,undderBeweisist beendet.

Wenndie KonstruktionausSatz4.2.4nur drei Schnitte, ± , ,c} und ,dc involviert, dann
ist esklar, dassdie strikteTransformierteà,c}y²�àD von ,c} disjunktzu denstriktenTransfor-
mierten à, ± und à,dc ist. Also schneidetdasBild , H } densingulärenOrt Dm=�? @�A von D nicht
undist daherCartier.

Wenn in der Konstruktionmehrals drei Schnitteverwendetwerdenund , H  nicht zu-
fälligerweisebereitsCartierist, dannwird die Argumentationkomplizierter. Essei § e �
ein beliebigerPunkt,so dass, H  densingulärenOrt Dm=n? @oA über § trifft. NachKonstrukti-
on existiert dannein eindeutigerIndex å , so dass§ e p yQæ2p ist. Es folgt, dassdie strikte
Transformierteà,àæ von ,àæ über § weder à, ± noch à,dc schneidet:

àÛ~7 à, ± � à,àæ�<��ê § und àÛ~7 à,dc`� à,àæ�<À�ê § �
Wir könnenalsoeinegeeigneteEinheitskreisscheibe�¨²H� finden,die um T zentriertist,
undwir könnenKoordinatenW um � undBündelkoordinatenÄ U ± ^�U
}�Å finden,sodasswir
wie im BeweisderProposition4.3.5schreibenkönnen

à, ± F r27¦Ä U
}¾^iU B)Å¤��W�< e +�}[©��âp�U ± F_W b U2}4sà,dc F r27¦Ä U
}¾^iU B)Å¤��W�< e +�}[©��âp�U ± FfY W b U2}4sà,àæ F r27¦Ä U
}¾^iU B)Å¤��W�< e +�}[©��âp�U ± F
�
s

Eine elementareRechnungunterVerwendungdesLemmas2.1.3und der Annahme,dass
Koordinatenauf +~} existieren,sodass,   und ,àæ von derForm r Einheitswurzels�©ª� sind,
zeigt,dass

à,   F �K7¦Ä U
}[^ U B)Å¤��W�< e +~}T©��âp�U ± FHY × �K}× · } W b U
}��F r27¦Ä U
}¾^iU B)Å¤��W�< e +~}T©��âp=U ± 7WC¥Y�G�<cSÃW b U2}�7WC[S_G�<¸ ¹�º »: ' Á � :#� enLo� e � � F
�
s

ist, wobei C einenicht-triviale Einheitswurzelist. Wir fixiereneineZahl � , sodassC N F G
ist. Wir werdenzeigen,dass, H  p \ � ein � -CartierDivisor ist. Wir erinnerndazuandenAb-
schnitt4.1.1, wo dieIdentifikationsabbildung� � ø¬ L � ø¬ ­ � konstruiertwurde,diesichin lokalen
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Koordinatenals � �ú^ ��©¼� a � ©À� B79W��¦U ± <°­a 79W���U B± YEW B�b ��U ± 79U B± Y"W B�b <�<
schreiben lässt. Insbesondereist das Bild von � � isomorph zu |J~ Ê 1©� , wobei� �� 7��O<ª² �uÄ W���U ± Å der Unterring ist, der von denKonstanten� , von W , von U B± und von
demIdeal 79U B± Y W B�b < erzeugtwird. Wir verweisenauf [18, defn. auf S. 72] für die No-
tation � �� . Um alsozu zeigen,dass� � ø¬ Lo� ø¬#­ � 7 à,c})< � -Cartier ist, genügtes,zu zeigen,dass«K79W���U ± �@G�< N e � �� 7��u< ist. Dazuzerlegenwir « N wie folgt.

«�79W��¦U ± ��G�< N F Ä'79W b YEU ± <cSQ79W b SÃU ± <$CÖÅ NF ë  : ± U U U N
! � ]#" 79W b YEU ± <

  79W b SVU ± < N ·   C N ·  
F 79W b SÃU ± < N Sö79W b YEU ± < N Sö79W b Y"U ± <C79W b SÃU ± <C7 Rest<
F ë  : ± U U U N

! � ]#" Ä W b � N ·   � U  ± SÃW b � N ·   � 7�Y¾U ± <   Å
Sq79W b Y"U ± <C79W b SÃU ± <C7 Rest<

F )ÀP ë  : ± UVU U N �   gerade

! � ]$" W b � N ·   � U  ±¸ ¹�º »: ' % Y 79U B± Y"W B�b <C7 Rest<¸ ¹�º »: ' ¯
Esist klar, dassjederSummandvon

u
in � �� 7��O< enthaltenist, weil U ± nurmit geradzahligen

Exponentenvorkommt. Analoggilt ® e � �� 7��O< , weil ® im Ideal 79U B± Y W B�b < enthaltenist.
Esfolgt, dass« N e � �� 7��O< ist, undderBeweisist beendet.

4.6.2. Notwendigkeit. Esbleibtzuzeigen,dassdieBedingungendesSatzes4.2.4auch
notwendigsind. Dafür nehmenwir an,dassD projektiv ist. Der Beweiswird dannbeendet
sein, wenn wir zeigen,dassdieseAnnahmedie Existenzeiner Koordinateauf +�} impli-
ziert, so dass, ± , ,dc und ,   für gewisseEinheitswurzelnC   zu Ä

�
^[GCÅ , ÄÝG"^

�
Å und Ä C   GCÅ

korrespondieren.
Um dies zu erreichen,wählen wir einen allgemeinenPunkt § e � . Die FaserD Í ^'F_Û�· } 7¤��< wird danneinenodaleKurvesein.NachdemSatzvonRiemann-Rochexis-

tiert ein PunktT e D Í , sodass��\	&o7���T�<~�F d p \	&
7��!T|< ist. Esfolgt direktausLemma2.1.3,
dass

(1) wir Koordinatenauf àD Í FHß
· } 79D Í < wählenkönnen,sodass à, ± ã³àD Í zu Ä
�
^KGCÅ

korrespondiert,
(2) à,dcâã àD Í zu Ä'G�^

�
Å korrespondiertund

(3) die
d

-oskulierendenPunktezu Ä C   ^
G)Å korrespondieren,wobeidie C   Einheitswur-
zelnsind.

Man beachte,dassdie rationaleAbbildung á�â / � ø¬ L�� ø� L0� in einer Umgebung von àD Í einen

Isomorphismusinduziertundbenutzedie Koordinatenauf àD Í , um globaleKoordinatenaufÒD �F +�}|©y� �F àD Í ©y� zudefinieren.DieseKoordinatehatdiegewünschtenEigenschaften,
undderBeweisvonSatz4.2.4ist damitbeendet.
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KAPITEL 5

Kontaktmannigfaltigk eiten

KontaktmannigfaltigkeitensindMannigfaltigkeiten,die ein nicht-entartetesHyperebe-
nenfeldbesitzen.DasInteresseankomplexenKontaktmannigfaltigkeitenkommtim Wesent-
lichen von Klassifikationsfragenausder RiemannschenGeometrie.Für die algebraischen
Geometer, die mit diesenFragenvielleicht nicht ganzvertrautsind,bringenwir deshalbzu-
ersteinenkurzenÜberblicküberdie RiemannscheTheorie,soweit sie für dasStudiumder
Kontaktmannigfaltigkeiteninteressantist. Der interessierteLeserfindetin demgut lesbaren
Übersichtsartikel [4] eineviel ausführlichereDarstellung.

ReelleKontaktmannigfaltigkeitenwerdenschonseit langemstudiert.EineEinführung
findet sich in V. Arnolds Buch [1, app.4] überklassischeMechanik. Der Standder For-
schungist in H. HofersICM-Vortrag[20] dargelegt.

5.1. RiemannscheMannigfaltigk eiten mit speziellerHolonomiegruppe

Die Holonomieist ein wichtigerBegriff derRiemannschenGeometrie,dervon É. Car-
taneingeführtwurde,um die symmetrischenRäumezuklassifizieren.Die Holonomieist in
vielenBüchernzurRiemannschenGeometrie,zumBeispielin [16], ausführlicherklärt.

5.1.1. RiemannscheHolonomie. Es sei � einezusammenhängendeorientierteRie-
mannscheMannigfaltigkeit und W e � ein Punkt. Wennein glatterWeg � ^�Ä

�
��GCÅ a D

mit � 7 � <XF W gegebenist, dannkönnenwir einenTangentialvektor z{ e m(' p : auf kano-
nischeWeiseentlangdesWegesbewegenund so einenTangentialvektor z{ H e m(' p ) � � }��+*
erhalten.Wenn � hI� � F.) ist, ist dieserParalleltransportwie in Abbildung5.1.1dadurch
gegeben,dasswir fordern,dassdie Längenvon z{ und z{ H gleich seinsollenund dassder
Winkel von z{ beziehungsweisez{ H zur Kurve � konstantseinsoll. In höherenDimensionen
ist einekompliziertereKonstruktionnötig– wir verweisenzumBeispielauf [1, app.1].

Die “Holonomiegruppe” ist die Menge der Automorphismendes Tangentialraumesm('Vp : , die wir durchParalleltransportentlanggeschlossener, stückweiseglatterWegedurchW erhalten.Die reduzierteHolonomiegruppeist analogdefiniert,wobei wir allerdingsnur

z{®
z{ H
®

ABBILDUNG 5.1.1. ParalleltransportentlangeinerglattenKurve
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� hI� � reduzierteHolonomiegruppe Geometrie( Ë
,;7 ( < allgemein) ( , ( ¸ ) Úq7 ( < Kähler) ( , ( ¸ ) Ë�ÚX7 ( < Ricci-flach Kähler- ( , ( ¸ ) ËdTK7 ( <�ËdTK7�G�< quaternion-Kähler- ( , ( ¸ ) Ë�T�7 ( < hyperkähler
7 .OB exzeptionell
8 ËdT
]ý´~7�/ < exzeptionell

TABELLE 1. KlassifikationderHolonomiegruppen

Null-homotopeWege verwenden.DiesereduzierteHolonomiegruppeist einezusammen-
hängendeLiescheUntergruppeder Gruppeder orthogonalenTransformationenvon m('Vp :
undkanndeshalbmit einerUntergruppederorthogonalenGruppeË
,;79� h0� �f< identifiziert
werden. Die KonjugationsklassedieserUntergruppehängtdabeiwedervon der Wahl vonW nochvon der Wahl der Koordinatenauf m(' p : ab. Wir betrachtenim Folgendenmeist
einfach-zusammenhängendeMannigfaltigkeiten, auf denendie Holonomiegruppeund die
reduzierteHolonomiegruppeübereinstimmen.

Wir nenneneineRiemannscheMannigfaltigkeit “irreduzibel”,wenndieDarstellungder
Holonomiegruppeauf m(' p : irreduzibelist. DasfolgendeTheoremzeigt,wie Riemannsche
MannigfaltigkeitenausirreduziblenMannigfaltigkeitenhervorgehen.

SATZ 5.1.1(Zerlegungssatzvon G. de Rham,[8]). Es sei � einekompakte, einfach-
zusammenhängendeRiemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert einekanonische Zerle-
gung ���F ©
�  

, wobeijederFaktor �  
eineirr eduzibleRiemannscheMannigfaltigkeit ist.�

Trotz dersehrallgemeinenDefinition tretennur sehrwenigeGruppenalsHolonomie-
gruppenauf. Die symmetrischenRäume,die im folgendenSatzausgeschlossensind,sind
gut verstandene,klassifizierteRäume,die mit Lie-Gruppenassoziiertsind;der interessierte
Leserfindetin [19] einegründlicheEinführung.

SATZ 5.1.2 (M. Berger, [6]). Es sei � eine irr eduzible, einfach-zusammenhängende
Riemannsche Mannigfaltigkeit, die kein symmetrischer Raumist. Dann ist die Konjugati-
onsklassederHolonomiegruppein Tabelle1 enthalten. �

Auf RiemannschenMannigfaltigkeitengibt eseine1:1-KorrespondenzzwischenTen-
sorfeldern,die invariantunterParalleltransportsind,und Tensorenauf m('Vp : , die invariant
unterderHolonomiegruppesind. DieseKorrespondenzist unterdemNamen“Holonomie-
prinzip” bekannt. Wenn � zum Beispiel Kählerschist, danngibt es auf � eine flache
komplexeStruktur, weil dieGruppeÚX7 ( < einekomplexeStrukturauf m(' p : stabilisiert.

5.1.2. Quaternion-KählerscheMannigfaltigk eiten. In dieserArbeit werdenwir uns
mit quaternion-KählerschenMannigfaltigkeitenbeschäftigen;diessindperDefinitionsolche
Mannigfaltigkeiten,derenHolonomiegruppein ËdTK7�G�<�Ë�T�7 ( < liegt1. Dabeiidentifizierenwir
die Gruppe ËdT�7�G�< mit der Gruppeder Einheitsquaternionen,die durch Homothetienauf

1EinigeAutorenschließendiehyperkählerschenMannigfaltigkeitenausundfordernzusätzlich,dassdieska-
lareKrümmungstetspositiv oderstetsnegativ ist.



5.1.RIEMANNSCHE MANNIGFALTIGKEITEN MIT SPEZIELLERHOLONOMIEGRUPPE 510 b �F2143 b wirken,undidentifizierenËdTK7 ( < mit derquaternion-unitärenGruppe,alsoder
Gruppeder

0
-linearenMorphismen,diedie hermitescheForm 5y7¤R
�(R H <�F76 ¢ R   R H  erhalten

–wir verweisenwiederauf [4, chap.3].
Die quaternion-KählerschenMannigfaltigkeiten könnenals quaternionischesÄquiva-

lent zu dengewöhnlichenKählerschenMannigfaltigkeitenverstandenwerden. Eine Man-
nigfaltigkeit � , derenHolonomiegruppeisomorphzu ËdTK7 ( < ist, besitztalso3 komplexe
Strukturen� , 8 und Z , dievondenquaternionischenMultiplikationenkommen.Die größe-
reGruppeËdT�7�G�<�ËdTK7 ( < stabilisiertzwarnochdenUnterraumvon ÓQ´cPo79m(' p :2< , dervonden
drei komplexenMultiplikationenaufgespanntwird, abernichtmehrjedeeinzelnekomplexe
Struktur. Die GruppeËdT�7�G�<�ËdTK7 ( < kannalsonicht in die unitäreGruppeÚq7ý) ( < eingebet-
tet werden,und die Mannigfaltigkeit � ist im Allgemeinennicht komplex. Es gibt aber
die folgendeKonstruktionvon S.Salamon,die einerquaternion-KählerschenMannigfaltig-
keit einekomplexe Mannigfaltigkeit D zuordnet.DazubetrachtetmanzuerstdasRang-3
Unterbündel* desEndomorphismenbündelsÓQ´cP
79m9'¼< , dasvon dendrei komplexenMul-
tiplikationenaufgespanntwird. Die Mannigfaltigkeit D ist danndasË B -Bündelüber � , das
wir erhalten,indemwir in jederFaservon * dieEinheitssphärenehmen.

SATZ 5.1.3 (S. Salamon,[45]). Es existiert ein kanonisches konstruiertesBündelTö^�D�a:� , wobei D einekomplexe Mannigfaltigkeit ist und die Fasernvon T komple-
xerationaleKurvensind. �

Wir nennenD den“Twistorraum”über � . Twistorräumetragenzusätzlichzuderkom-
plexen StrukturnochweitereStrukturen.Zum einengibt die RiemannscheMetrik auf �
eineKähler-EinsteinMetrik auf D ; zum anderenexistiert auf D ein nicht-entartetesHy-
perebenenfeld.Damit ist D eine“Kontaktmannigfaltigkeit”, die wir in derDefinition 5.2.1
weiteruntenpräziseerklärenwerden.

Es wurde bereits in Bergers Arbeit [6] gezeigt, dass die Metrik der quaternion-
KählerschenMannigfaltigkeiten die Einsteinbedingungerfüllt. Die skalareKrümmung �
ist deshalbkonstant,und die Geometrievon � hängtwesentlichvom Vorzeichendieser
Krümmungab.® Für �

� �
gibt esvieleBeispielevonnicht-kompakten,nicht-symmetrischenMan-

nigfaltigkeiten,derenTwistorräumekeinekanonischeKählerscheStrukturzu tra-
genscheinen.Esist offen,ob eskompakteBeispielegibt.® Falls �qF

�
ist, ist D einehyperkählerscheMannigfaltigkeit. DieseRäumemöch-

tenwir hiernichtstudieren.Die hyperkählerschenMannigfaltigkeitensindin dem
Übersichtsartikel [4] ausführlicherbesprochen.® Für �Q�

�
ist jedevollständigeMannigfaltigkeit kompaktund der Twistorraum

ist eineprojektive komplexeMannigfaltigkeit. Die einzigenBeispiele,die esgibt,
sindgewissesymmetrischeRäume,die in derArbeit [48] klassifiziertwurdenund
Wolf-Räumegenanntwerden.

Die folgendeVermutung,dievielleichtzumerstenMal vonJ.Wolf formuliertwurde,ist das
Leitmotiv für denRestdieserArbeit.

VERMUTUNG 5.1.4. Jedekompaktequaternion-KählerscheMannigfaltigkeit mit posi-
tiver skalarer Krümmungist ein Wolf-Raum.

Wir werdenin dieserArbeit die projektiven Kontaktmannigfaltigkeitenstudieren,um
einigeTeilproblemezu lösen,diemit derVermutung5.1.4im Zusammenhangstehen.
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5.2. Definition von Kontaktmannigfaltigkeiten

Wir habenobengeschrieben,dasseineKontaktmannigfaltigkeit eineMannigfaltigkeit
mit einemnicht-entartetenHyperebenenfeldist. Wir werdendieseDefinition jetzt präzisie-
ren.

DEFINITION 5.2.1. Es sei D einekomplexe Mannigfaltigkeit der Dimension )�´ÀSfG .
Wir nennenD eine“Kontaktmannigfaltigkeit”, wenneseineSequenz�

- m|\ ; d �
von Vektorbündelngibt, wobei

d eVg�h 1i79DE< ein Geradenbündelist, undderVektorbündel-
morphismus

(5.2.1)
p ^i-_º�- a d �

dervonderLie-Klammerinduziertwird, anjedemPunktvon D nicht-entartetist.

BEMERKUNG 5.2.2. Die Lie-Klammer ist eine schiefsymmetrischeAbbildung, die
zwei Vektorfelder z{ und z{ H nimmt und ein neuesVektorfelder Ä$z{ � z{ H Å liefert. Wir können
die Lie-KlammeralsoalsGarbenabbildung

Ä ��Å�^=<J\ º � <J\ a><J\
auffassen,die natürlichin keinerWeiseeinelineareAbbildung von ��\ -Moduln ist. Eine
elementareRechnung,diewir gleichbringen,zeigtallerdings,dassdie in derFormel(5.2.1)
beschriebeneEinschränkungundKompositionmit N , alsodie Abbildung

p FÞNÀ^uÄÝ��Å�p ? Y ?
sehrwohl linearist. Die Abbildung

pÆe 8 ±i79Dª�A@ x ºB@ x º d < wird traditionellals“O’Neill-
Tensor”bezeichnet.

Um die Linearität einzusehen,genügtes, eine offene Menge Ú ² D zu betrach-
ten. Wir wählenlokale Bündelkoordinatenfür

d
und identifizieren N so mit einer1-FormN e 8�±i7�Ú��DC }\ p Ì < . Als nächsteserinnernwir andie folgendeFormelausderDifferential-

geometrie[47, prop.2.25(e)auf Seite70], die die AbleitungeinerDifferentialformmit der
Lie-Klammerverbindet. Wenn zD ± und zD¼} e 8 ± 7�Úw�¦m|\;p Ì < zwei Vektorfeldersind, dann
gilt:

(5.2.2) P2N
7 zD ± � zD¼}C<�F zD ± 7¤NJ7 zD¼})<�<�Y zD¼}�7¤NJ7 zD ± <�<�YVNJ7¦Ä zD ± � zD¼}�Å9<(�
Im Spezialfall, wo zD ± und zD¼} e 8 ± 7�Ú��¦-¯p Ì < Schnitteim Unterbündel- sind, reduziert
sichdie Formel(5.2.2) zu

(5.2.3)
p 7 zD ± � zD¼})<~FöN
7¦Ä zD ± � zD¼}�Å9<�FfY[P=NJ7 zD ± � zD¼})<

unddieLinearitätist offenbar.
Gelegentlichist esnützlich,die folgende,zu5.2.1äquivalenteDefinitionzuverwenden.

DEFINITION 5.2.3. Es sei D einekomplexe Mannigfaltigkeit der Dimension )�´ÀSfG .
Wir nennenD eine“Kontaktmannigfaltigkeit”, wennein Geradenbündel

dQeªg~h 1i79DE< exis-
tiert, undwenneseine

d
-wertige1-Form N e 8 ± 79Dª�DC }\ º d < gibt, sodassdieForm

N4E 7¡P2Ni<AF , e 8 ± 79Dª�¦Z�\�º d Y � ,i�K}�� <
ankeinerStellevon D verschwindet.Wir nennenN die “Kontaktform”auf D .
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BEMERKUNG 5.2.4. In völliger AnalogiezurBemerkung5.2.2stellenwir fest,dassdie
äußereAbleitung P2N nicht wohldefiniertist, sondernvon derWahl einerBündelkoordinate
abhängt.WiederzeigteineelementareRechnung,dassderAusdruck N�EV7¡P=Ni< F N für alle �
wohldefiniertist.

5.3. EinfacheEigenschaften

Wir erwähnenin diesemAbschnitt einige elementareEigenschaftender komplexen
Kontaktmannigfaltigkeiten.Die ersteBemerkungfolgt unmittelbarausderDefinition5.2.3.

BEMERKUNG 5.3.1. Wenn D eineKontaktmannigfaltigkeit derDimension)�´�SöG ist,
dannist Y¾Z�\â�F d Y ,i�K} .

Die zweiteEigenschaftist eineAnwendungdesSatzesvonFrobeniusin unsererSituati-
on. DerZusammenhangzwischendernicht-EntartungdesO’Neill-TensorsundderExistenz
von Untermannigfaltigkeiten,die überall tangentialzu - sind, ist in [1, app.1] besonders
gut erklärt.

SATZ 5.3.2(Frobenius). Wenn �û²_D eine(nicht notwendigabgeschlossene)analyti-
scheUntermannigfaltigkeit ist, die überall tangential zumHyperebenenfeld- ist, dannist� hI� �k��´ . �

DEFINITION 5.3.3. Wir nennenzu - tangentialeUntermannigfaltigkeiten“ - -integral”.
EineUntervarietät �û²_D heißt - -integral,wennderreguläreOrt �dO6å$A[- -integral ist. Die- -integralenUntervarietätenmaximalerDimensionnenntmantraditionell“Legendresch”2.

5.4. Beispiele

Bevor wir spezielleKontaktmannigfaltigkeitennäheruntersuchenist essinnvoll, Bei-
spielezubesprechen.DaswichtigsteBeispielist deraffineRaum.

BEISPIEL 5.4.1. Essei D �F � B�,i�K} , d seidastriviale Bündelund - seialsKernder
1-Form

(5.4.1) N�^ÝFQP2R ± S ë  : }0U UVU , R   P2R4,i��}@�
gegeben.Man rechnetdie nicht-EntartungderForm N direktnach:

N4E"7¡P=Ni< F , FÞ7¤¬�G!´���/�<©P�P2R ± Eª�@�4�HE¯P2R�B�,=�K}@�
Die Abbildung5.4.1zeigtdiese“Standardstruktur”im 3-dimensionalenFall. In derAbbil-
dungsindaucheinige - -integraleKurveneingezeichnet.

DasDarboux-TheoremderreellensymplektischenGeometrie[1, 8.7.2],eineArt Gram-
SchmidtschesOrthonormalisierungsverfahrenfür Schnittein Vektorbündeln,funktioniert
ohneÄnderungauchin derkomplexenKontakt-Situationundbesagt,dassesfür jedenPunkt
einerkomplexenKontaktmannigfaltigkeit immer lokaleKoordinatengibt, sodassdie Kon-
taktformwie in Gleichung(5.4.1) geschriebenwerdenkann.Insbesonderehabenkomplexe
KontaktmannigfaltigkeitenkeinelokalenInvarianten.

2In einigenArbeiten,zumBeispiel[34] und[23], werdenI -integraleUntervarietätenmaximalerDimension
auchals“Lagrangesch”bezeichnet.
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x

y

z

ABBILDUNG 5.4.1. Standard-KontaktstrukturNOFöP=RTSÃU2PiW .

5.4.1. Symplektifizierung der Kontaktstruktur . Um weitereBeispielezu studieren,
ist es nützlich, die folgendeBeobachtungzu machen: Wenn

dKJ F d z;r
�
s der Total-

raum desBündels
d

ohneden Nullschnitt ist, also den Totalraumdeszu
d

gehörenden� x -Prinzipalbündelsbezeichnet,undwenn ÛV^ dKJ a D die natürlicheProjektionist, dann
ist daszurückgezogeneBündel Û x 7 d < trivial, undesgibt einenatürlicheTrivialisierung

>�^ ÛKx�7 d <�a �MLON��
Eine elementareRechnungergibt, dassP´^'F�Po7¤>S^TÛ x 7¤Ni<�< einesymplektische2-Form aufdKJ

ist, dieunterdernatürlichen� x -Wirkung auf
dKJ

mit Gewicht 1 transformiert3.
DieseKonstruktionentsprichtgenauderSymplektifizierungeinerreellenKontaktman-

nigfaltigkeit, die zum Beispiel in [1, app.4] ausführlichbesprochenist. Der wesentliche
Unterschiedzur reellenSituationist, dassdas � x -Bündel

d J
nicht kompaktist. Im reellen

ist dieSymplektifizierungein Ë } -BündelüberderBasisunddeshalbkompakt.

5.4.2. WeitereBeispiele. Die Symplektifizierungliefert eineKorrespondenzzwischen
“richtig” transformierendensymplektischenFormenauf � x -PrinzipalbündelnundKontakt-
strukturenauf derBasis.DieseKorrespondenzliefert die folgendenBeispiele,die wir hier
ohnegroßenBeweiserwähnen.Wir verweisenauf [39, sect.2] für eineausführlicheBespre-
chung.

BEISPIEL 5.4.2. Essei *f�F � B�,i��B einsymplektischerVektorraum.Danngibt diesym-
plektischeStrukturauf * eineKontaktstrukturaufdemprojektivenRaum4 +�7+* x <~�F +KB�,i��} .
Die Kontaktstrukturauf +KB�,i��} ist nicht eindeutig,weil esviele symplektischeStrukturen
auf * gibt.

3Esgilt alsofür Q(RÀ« ¦ , dassQ$¦ �TS �M�UQWV S ist. In derLiteraturist dieverwirrendeBezeichnungüblich,dass
“ S invariantunterder « ¦ -Wirkung” ist.

4Wiederverwendenwir die GrothendieckscheNotation ç � ô�¦n�g� � � ô § �9�!%���ª0« ¦ . Wir weisendaraufhin,
dassdieseBezeichnungsweiseausserhalbder algebraischenGeometrieunüblich ist. Die Notation ç �TXZY � aus
Beispiel5.4.3treibtDifferentialgeometerin dieTrunksucht.
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BEISPIEL 5.4.3. Es sei � eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann ergibt die übliche
symplektischeStrukturaufdemKotangentialraumm x� , diewir durchWinkel- undWirkungs-
koordinatenerhalten[1, sect.8.1.2], eine Kontaktstrukturauf dem projektivierten Raum+w79mc�w< . Die Kontaktstrukturauf +w79mc�w< ist genaudanneindeutig,wenndasBündel m x� keine
Automorphismenbesitzt.Dieswird in [34, prop.2.14]nachgerechnet.

DasnächsteBeispielist etwaskomplizierter. Die Arbeit [3, sect.2] besprichtdasBei-
spielin großerAusführlichkeit.

BEISPIEL 5.4.4. Es sei . eine einfacheLie-Gruppe,die auf der dualenLiealgebra[ x vermittelsder koadjungiertenDarstellungwirkt. Danngibt esauf denBahnender . -
Wirkung einenatürlichesymplektischeStruktur, die Kostant-Kirillov-Struktur [1, app.2].
Die zugehörigeWirkung auf +w7 [ < hat genaueineabgeschlosseneBahn. Dieserhomogene
RaumbesitztdanneineKontaktstruktur. Die soentstehendenhomogenenKontaktmannig-
faltigkeitensind genaudie TwistorräumeüberdenWolf-Räumen. Eine Liste dieserKon-
taktmannigfaltigkeitenfindet sich in [4, sect.4.3]. Falls .ûF Ë�T�7ý)�´�< ist, erhaltenwir den
projektivenRaum+KB�, · } ausBeispiel5.4.2.

WeitereBeispielevon projektiven Kontaktmannigfaltigkeiten sind nicht bekanntund
mannimmtan,dassesauchkeinegibt. Die folgendeVermutungwürdedieVermutung5.1.4
implizieren.

VERMUTUNG 5.4.5. Es sei D eineprojektiveKontaktmannigfaltigkeit. Dann gibt es
eineMannigfaltigkeit � , sodassD �F +w79m���< ist, oder D ist einesder homogenenBeispie-
le 5.4.4.

WenndieVermutung5.4.5richtig wäre,würdejedeprojektiveKontaktmannigfaltigkeitD mit ACB 79D"<�F G derTwistorraumübereinergeeignetenquaternion-KählerschenMannig-
faltigkeit sein. C. LeBrun hat die verwandteTeilvermutungformuliert, dasses auf einer
projektiven Kontaktmannigfaltigkeit D nur in Spezialfällenmehrals eineKontaktstruktur
gebenkann.

VERMUTUNG 5.4.6(C. LeBrun, [40]). Essei D eineprojektiveKontaktmannigfaltig-
keit mit mehrals einerKontaktstruktur. Dannist D �F +KB�,=�K} oder D �F +w79mc�w< .

Die Vermutung5.4.6wird späterin Kapitel 7.1bewiesenwerden.

5.5. BekannteResultate

Es gab in den letztenJahrenviele Arbeitenzu dem Klassifikationsproblemfür Kon-
taktmannigfaltigkeiten.EinedererstenEvidenzenfür die Vermutung5.1.4ist dasfolgende
Endlichkeitsresultat.

SATZ 5.5.1 (C. LeBrun und S. Salamon,[41]). Für jede Zahl ´ gibt es – bis auf
Isometrienund Skalierungen – nur endlich viele kompaktequaternion-Kählersche

- ´ -
dimensionaleMannigfaltigkeitenmit positiverskalarer Krümmung. �

Die Frage,ob jedeprojektive Kontaktmannigfaltigkeit ein Twistorraumist, fandeben-
falls eineersteAntwort.

SATZ 5.5.2(C. LeBrun,[39]). EinekompaktekomplexeKontaktmannigfaltigkeit D ist
genaudanneinTwistorraum,wennD eineKähler-EinsteinMetrik besitzt. �

Dasfür unswesentlichsteErgebnisist dasfolgendeResultatvon J.P. Demailly, dasmit
analytischenMitteln, insbesonderederBochner-Technik,bewiesenwurde.
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SATZ 5.5.3 (J.P. Demailly, [9]). Es sei D eine Kählersche Kontaktmannigfaltigkeit.
Dann ist

d
nicht pseudoeffektiv. Wenn D also eineprojektiveKontaktmannigfaltigkeit ist,

dannist Z�\ nicht nef. �
Weil Z�\ nicht nef ist, erlaubtunsDemaillysResultat,Mori-Theorie undMoris Exis-

tenzsatzfür rationaleKurven anzuwenden.Damit wurdeein Beweis der Vermutung5.4.5
für Mannigfaltigkeitenmit ACB 79D"<w� G erbracht.

SATZ 5.5.4 (S. Kebekus,T. Peternell,A.J. Sommese,J.A. Wiśniewski, [34]). WennD eineprojektiveKontaktmannigfaltigkeit mit A)B 79DE<�� G ist, danngibt eseineprojektive
Mannigfaltigkeit � , sodassD isomorphzu +w79mc�w< ist. �

Die Vermutung5.4.5wurdenochin einerReihevonSpezialfällenbewiesen.Daswich-
tigsteResultatist dasFolgende.

SATZ 5.5.5(A. Beauville,[3]). Die Vermutung5.4.5ist richtig, wenndie beidenfol-
gendenBedingungengelten:® Das Geradenbündel

d
hat Schnitte und die rationale Abbildung\ L ^ DÆt4t�vu+w798 ± 79Dª� d <�< ist generisch endlich.® Die (Lie-)Gruppeder Automorphismen,die die Kontaktstrukturerhalten,ist re-

duktiv. �
Die Annahme,dass

\ L generischendlichist, ist im wesentlichenäquivalentzu derAn-
nahme,dassdie Kontaktmannigfaltigkeit quasi-homogenist. Die Annahme,dassdie Auto-
morphismengruppereduktiv ist, ist vom Standpunktder Vermutung5.1.4nicht einschrän-
kend:wenn D einTwistorraumist, dannist nach[39] dieGruppederAutomorphismen,die
die Kontaktstrukturerhalten,immerreduktiv. EineBeweisstrategie für die Vermutung5.1.4
ist deshalbzu zeigen,dassdaslineareSystemp d p groß,oderzumindestnicht leerist.

Die folgendenResultateberuhenim Prinzipauf bekanntenKlassifikationen.EineVer-
allgemeinerungscheintdeshalbschwierig.

SATZ 5.5.6(S. Druel und Y.G. Ye, [10], [11], [49]). Die Vermutung5.4.5gilt, wenn� hI� D
�^]

ist oderwennD torisch ist. �



KAPITEL 6

Geradenauf Kontaktmannigfaltigk eiten

Es sei D eine projektive Kontaktmannigfaltigkeit der Dimension )�´ S G . In dieser
SituationzeigtDemaillysSatz5.5.3, dassdaskanonischeBündel Z;\ nichtnef ist undMoris
Existenzsatz1.1.1für rationaleKurven liefert die ExistenzeinerirreduziblenKomponente8 ² Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79D"< , sodassfür alle Kurven lX²fD , die zu einemPunktin 8 gehören,
die folgendeSchnittzahlbedingunggilt

GO� Y[Z;\�� l¥� � hI� D�SQGTFù)�´�S�)2�
DieseKurven möchtenwir im vorliegendenKapitel studieren.Wir zeigenunteranderem
direkt, dassalle minimalenrationalenKurven, die einenallgemeinenPunkt W enthalten,
glatt sind. Weiter werdenwir zeigen,dassder Ort .0/21@3J5�798;:=< dieserKurven Legendresch
ist.

6.1. Die Existenzvon Kontaktgeraden

Wir hattenin derBemerkung5.3.1gesehen,dassY¾Z�\HF 7W´¯S G�< d ist. Esfolgt, dassd � l entweder1 oder2 seinmuss.
Wenn

d � l�F ) ist, dannzeigtdie Riemann-Roch-AbschätzungausAbschnitt1.2.2für
die DimensiondesHom-Schemas,dass

� hI� �y/ �;�¡ £¢ 7$+~}4��D���Ä
�
^
GCÅ|­aÆW�<�¸ Y¾Z�\�� lTF_� hI� D�SQG

ist. Nun gibt eseine2-dimensionaleGruppevon Automorphismendes+~} , die denPunkt W
fixieren.Deshalbimpliziert dieAnnahme

d � l[Fù) , dass� h0� 8;:X¸�� hI� D YEG ist. Jetztgibt
eswiederzweiMöglichkeiten.® Wenndie Unterfamilie 8;: für einegenerischeWahl einesPunkteW kompaktist,

folgt ausMoris Bend-and-Break,dassdann

� hI� .I/2143J5�798;:i<~F_� hI� Ú�:�FQ� hI� 8;:yS_GyF_� h0� D
ist1. Esfolgt, dass.0/214365�798;:=<�F_D ist. Wir könnenalsodieCharakterisierungdes
projektiven RaumesausSatz3.4.1anwendenund erhalten,dassD isomorphzu+�B�,i�K} ist.® Wenn die Familie 8X: für einen generischenPunkt W e D nicht kompakt
ist, danngibt es nachdem KompaktheitskriteriumausSatz1.3.6 eine Familie8 H ²�Ô ÈÖÕC× 3
Ø ÐiÊ 5 , 79DE< , dieKurven l parametrisiert,für die

d � l[FfG ist.

Weil die Kurven,die
d

mit Multiplizität 1 schneiden,im RestderArbeit sehrwichtig sein
werden,legenwir die folgendeNotationfest.

1Wir verwendenin diesemKapitel die Notationen_ Ç �a` Çcb Á Ç , È Ç ��` Çcbedgf#h î�ò � Á Ç � , etc.wie im
Abschnitt1.3abSeite7.

57
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i L � �h�
i ò � � �

j
L
± : i L � �h�

i ò � � �
j

L
± :

ABBILDUNG 6.2.1. Deformationenvon - -integralenKurven

DEFINITION 6.1.1. Wir nenneneinerationaleKurve l¼²ÞD mit
d � l�F�G eine“Kon-

taktgeradein D ”.

BEMERKUNG 6.1.2. Der Begriff “Gerade”ist auszwei Gründenvielleicht etwasver-
wirrend. Zum einenbemerken wir ausdrücklich,dasswir nicht annehmen,dassD prim
ist. Wir nehmenalso nicht an, dasses eine Einbettung ]Q^`D a + N gibt, so dassd Fÿ] · } 7�� +lk 7�G�<�< ist. Insbesonderesetzenwir nicht vorausan,dassKontaktgeradenglatt

sind.
Zum anderensinddie Geradenim projektivenRaumkeineKontaktgeraden.DasGera-

denbündel
d

, daszu derKontaktstrukturausBeispiel5.4.2gehört,ist nämlichisomorphzu� + R Înm � 7ý)i< undschneidetdie Geradendeshalbmit Multiplizität 2.

Weil derFall D³�F +�B�,i�K} für unsnicht sehrinteressantist, wird dieseMöglichkeit hier
undin demfolgendenKapitel 7 ausgeschlossen.

ANNAHMEN 6.1.3. Es sei D eineprojektiveKontaktmannigfaltigkeit der Dimension)�´�SöG und 8 ²_Ô È�ÕC× 3JØ Ð Ê 5 , 79DE< eineirr eduzibleKomponente, die Kontaktgeradenpara-
metrisiert.

BEMERKUNG 6.1.4. Weil 8 eine Familie von Kontaktgeradenist, ist 8 nach
Satz1.3.6auf Seite10 kompakt. Die Abschätzungfür die DimensiondesParameterraums�y/ � 7$+~}@��DE< zeigt,dass� hI� .0/21@3J5�798;:i<�¸�´ ist.

BEMERKUNG 6.1.5. Essei «�^ àlTa¶l die Normalisierungsabbildung.Weil àl �F +~} und
weil m øn �F � +�� 7ý)i< ist, ist esklar, dassdie Abbildung

« x 7¤Ni<�^ m øn a « x 7 d <
trivial seinmuss.Es folgt, dassdie Kurve l anallenglattenPunktenW e l tangentialzum
Hyperebenenfeld- ist. Kontaktgeradensindalso - -integraleUntervarietätenvon D .

6.2. Deformationen von - -integralen Kurven

Um die Kontaktgeradenauf D zu studieren,untersuchenwir zunächstdie Einschrän-
kungenandie Deformationenvon Kontaktgeraden,die sichdarausergeben,dassalle Kon-
taktgeraden- -integral sind. Die wesentlicheIdeedabeiist in denAbbildungen6.2.1illus-
triert. In diesenAbbildungenist jeweils ein Punkt W markiertundderTangentialraumm|\;p :
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in den - -Anteil undin einenkomplementären
d

-Anteil zerlegt. Die Kurve
\ ± 7��;< bezeichne

eine - -integraleKreisscheibe,diedeformiertwerdensoll. Der
d

-Anteil desVektorfeldesin8 ± 7 \ ± 7��X<(� d p i L � � � < , daszu denDeformationengehört,ist durchPfeileeingezeichnet.Im
linken Bild hat der Tangentialraumm i ò � �h� p : einennicht-verschwindenden

d
-Anteil. Die

deformierteKurve
\ 6(7��;< ist alsonicht - -integral. Der

d
-Anteil deszugehörigenVektorfel-

deshateineeinfacheNullstelle. Im rechtenBild soll die deformierteKurve
\ 6)7��;< wieder- -integralsein.Der

d
-Anteil deszugehörigenVektorfeldeshatin dieserSituationeinedop-

pelteNullstelle.Die Abbildunglegt daherdenSchlussnahe,dassdieSchnittederEinschrän-
kung von

d p i L � �h� , die wir durchDeformationeninnerhalbeinerFamilie von - -integralen
Kurvenerhalten,stetsmit höhererMultiplizität verschwindenmüssen.

In demfolgendenLemmawird dieserSachverhaltpräziseformuliert.

LEMMA 6.2.1 (Deformationvon - -integralenKurven). Es sei o"6¼^4�Xµ�a D eine
Familie vonKreisscheiben,die wir wie folgt schreibeno_^ �Mp ©��Xµ a D7W/(�(R=< ­a o"6)7¤R=<
wobei �Mp und �qµ Einheitskreisscheibensind. Wir nehmenan, dassfür alle / e �Mp das
Bild o"6(7��Xµ�<�- -integral ist, dassalso o x± 7¤Ni<C7	qq ° < � �

ist. Falls dannderSchnitt, ^'Fro¾x± 7¤N < !tss / " e 8 ± 7��qµ �Do¾x± 7 d <�<
bei

� e �Xµ verschwindet,abernicht identisch verschwindet,dannverschwindet, bei

�
mit

Multiplizität mindestenszweigenaudann,wenn

(6.2.1)
\ x± 7 p <4u ss /(vvvv � ± � ± � �

ss R4vvvv � ± � ± ��w F
�

gilt, wobei
p

dernicht-entarteteO’Neill-Tensorist.

BEWEIS. Wir wählen lokale Bündelkoordinatenfür o x 7 d < und wenden die For-
mel (5.2.2) von Seite52 an,die die Ableitungvon N mit derLie-Klammerverbindet.Wenn
wir beachten,dassPWo x 7¤Ni<wFxo x 7¡P2Ni< ist undwenn zD ± und zD`} Vektorfelderauf �MpH©��Xµ
sind,dannliefert derRückzugvon (5.2.2) die Gleichung

(6.2.2) o¾x 7¡P=Ni<C7 zD ± � zD¼})<�F zD ± 7�o¾x 7¤Ni<C7 zD¼}(<�<KY zD`}�7�o¾x�7¤Ni<C7 zD ± <�<KYyo¾x 7¤Ni<C7¦Ä zD ± � zD¼}�Å9<(�
Wir betrachtenjetzt den Spezialfall, wo zD ± F qq ° und zD¼}VF qq 6 ist. Weil qq ° und qq 6
kommutierenundweil außerdemo x 7¤Ni<S�zqq ° � � �

ist, erhaltenwirss R o¾x 7¤N < ! ss / " Fro¾x 7¡P2N < ! ss / � ss R " �
Man wertedie Gleichungbei /XF

�
und RVF

�
aus. Die Gleichung(5.2.3) von Seite52

liefert denZusammenhangzwischenP=N unddemO’Neill-Tensor
p

. �
DasLemma6.2.1lässtsich besondersgut für Familien von Kontaktgeradenl anwen-

den,weil einnicht-verschwindenderSchnittderEinschränkung
d p n höchstenseineeinfache

Nullstellebesitzendarf.
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PROPOSITION 6.2.2 (Deformationen von Kontaktgeraden). Es seiÚ{p ² 79�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦D"<�<�ä9å�æ eine glatte analytische Familie von Morphismen2, die
Kontaktgeradenparametrisieren. Wir nehmenan, dasseseinenPunkt ¬ e +~} gibt, sodass
für alle Morphismen« e ý und alle Paare 74z{ �0,�< von Tangentialvektoren z{ e m +�� p ½ und, e mapXp Á ² 8 ± 7$+�}@�)« x 79m|\O<�< derTangentialvektor,�7¤¬4< in « x 7¡-�<@p ½ liegt.

Dannist , genaudannin 8 ± 7$+�}@�C« x 7¡-�<�< enthalten,wenndieTangentialvektoren z{ und,�7¤¬@< orthogonalbezüglich deszurückgezogenenO’Neill-Tensors « x 7 p < sind.

Wir paraphrasierendie Aussageder Proposition6.2.2etwasunpräzisein einfacheren
Worten:wennin einerDeformationsfamilievonpunktiertenKontaktgeradenderausgezeich-
netePunktstetsnur in - -Richtungbewegt werdenkann,undwenndieseRichtungenauch
nochorthogonalzum Tangentialraumder jeweiligen Kontaktgeradesind, dannist der Ort
dersoparametrisiertenGeradenautomatisch- -integral.

BEWEIS DER PROPOSITION 6.2.2. Weil Ú{p nach Annahmean der Stelle « glatt
ist, können wir ohne Beschränkungder Allgemeinheit annehmen,dass Úlp eine in79�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@��DE<�<�ä$å�æ eingebetteteKreisscheibe�|p ist. Die Annahmeüber ,�7¤¬@< impliziert,
dassderSchnitt , H ^'F «�x�7¤Ni<C7�,�< e 8 ± 7$+�}@�)«�x�7 d <�<
bei ¬ eineNullstellehat. Falls , H nicht identischverschwindet,mussdieseNullstellenach
Lemma6.2.1mindestensdie Ordnungzwei haben.Dasist abernicht möglich,weil « x 7 d <
ein Geradenbündelvom Gradeinsist. �

BEMERKUNG 6.2.3. WenndieVoraussetzungenderProposition6.2.2erfüllt sind,dann
folgt unmittelbaraus[36, prop.II.3.4], dassdasBild derTangentialabbildungdesuniversel-
len Morphismus m § ^ m ÌW} J + � aÆm�\
in -ÿ²�m|\ liegt.

Wenn W e D ein allgemeinerPunktist undwenn « e �y/ �;�¡ £¢ 7$+~}@��Dª�ÖÄ
�
^�GCÅ�­aÜW�< ist,

dannist jederSchnitt , e 8 ±i7$+~}@�)« x 79m|\O<�< automatischein Tangentialvektoraneineglatte
analytischeFamilie von Deformationen.Wir erhaltendeshalbfür allgemeinePunkteW ein
starkesKriterium dafür, dassderSchnitt , bereitsin 8 ± 7$+~}4�C« x 7¡-�<�< liegt.

KOROLLAR 6.2.4 (Schnitte in « x 79m|\O< ). Es sei W e D ein allgemeiner Punkt,« e �y/ �;�¤ I¢ 7$+�}@��Dª�ÖÄ
�
^|GCÅ�­aÜW�< ein Morphismusund , e 8 ± 7$+�}@�C« x 79m|\�<�< ein Schnitt, so

dass,~7¦Ä � ^6GCÅ$< e « x 7¡-�< ist.
Dannist , genaudannin 8 ± 7$+~}@�)« x 7¡-�<�< enthalten,wennm +�� und ,�7¦Ä � ^|G)Å9< orthogo-

nal bezüglich deszurückgezogenenO’Neill-Tensors « x 7 p < sind.

BEWEIS. Wir beachten,dass�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦D"< nachden AusführungendesAbschnit-
tes1.3.3an der Stelle « glatt ist. Konsequenz:wir findeneineeingebetteteKreisscheibe�Mpû²H�y/ �;�¤ I¢ 7$+~}4�¦D"< , die um « zentriertist, sodass,ö²Hm(� } p Á ist. In dieserSituation
könnenwir dieProposition6.2.2aufdieFamilie �Mp anwendenunderhaltendiegewünschte
Aussage. �

2Unter einerglattenanalytischenFamilie verstehenwir hier einfacheineanalytischeUntermannigfaltigkeit
von ��~ f����+�T� � ç
è��¤õ{��������� . In denAnwendungenwird `�� häufigeineeingebetteteKreisscheibesein.
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6.3. Die Dimensionvon .0/214365�798;:=<
Für ein besseresVerständnisderKontaktmannigfaltigkeitenist derOrt von Kontaktge-

radendurcheinenfestenPunktvon großenInteresse.Die folgendePropositiongibt eine
ersteBeschreibung diesesOrtes,die wir im Abschnitt7.3 weiter verbessernwerden. Das
Resultatwurdeschonin derArbeit [34] gezeigt.Wir bevorzugenabereinenkurzenBeweis
mit denhier entwickeltenMethoden.Tatsächlichist die folgendePropositioneineeinfache
AnwendungderProposition6.2.2in demtrivialenFall, dassdermarkiertePunktüberhaupt
nicht bewegt wird.

PROPOSITION 6.3.1([34, prop.2.9]). Wenn W e D irgendeinPunktist (nicht notwen-
digerweiseallgemein)und wenn 8;: nicht leer ist, dannist .I/2143J5�798;:=< eineLegendresche
Untervarietätvon D .

BEWEIS. Die Riemann-RochAbschätzungfür die Dimensiondes Ortes .0/214365�798X:=<
liefert in unsererSituation die Ungleichung � hI� .0/21@3J5�798;:i<_¸ ´ . Um also zu zeigen,
dass .I/=1@3J5�798;:=< eine LegendrescheUntervarietät ist, genügtes, einzusehen,dassder Ort.I/2143J5�798;:i< dort - -integral ist, wo er glatt ist.

Es sei also U e .I/2143J5�798;:=< ein allgemeiner (glatter) Punkt undý ² �y/ �;�¤ I¢ 7$+~}4�¦Dª��Ä
�

^QGCÅ ­a W�< eine Komponente,die Kontaktgeradenaus 8;:
parametrisiert. Weil der Tangentialraumma� �D���n� � � ÷ � p e im Bild der Tangentialabbildungm § enthaltenist, genügtes nach Bemerkung6.2.3, zu zeigen,dassdie Familie ý den
Bedingungender Proposition6.2.2genügt. Das ist abertrivialerweiseder Fall, wennwir¬T^'FÞÄ

�
^6GCÅ setzen,daderTangentialvektor

my«K7�,�7¦Ä � ^6GCÅ9<�<�F
� e m�\;p :

sowohl in -¯p : liegt alsauchzu jedemanderenVektor z{ e -¯p : orthogonalist. �
Als Korollar zur Proposition6.3.1erhaltenwir, dassesdurchjedenPunktvon W eine

Kontaktgeradegibt.

KOROLLAR 6.3.2. Essei W e D ein beliebiger Punkt.Dannist 8X: nicht leer.

BEWEIS. Die Riemann-Roch-Abschätzung(1.2.1) von Seite6 liefert, dass

� hI� 8¶¸ Û ´
ist. Die Dimensionder universellenFamilie Új² ÎyÏJh0Ð ¢ ½ 79DE< ist alsogrößerodergleichÛ ´�SXG . Weil dieFaserndesAuswertungsmorphismus>�^2Ú aÆD abernachProposition6.3.1
die konstanteDimensioń haben,ist diesnurdannmöglich,wenn > surjektiv ist. �

6.4. Die Regularität der Kontaktgeraden

Als nächstenSchrittzeigenwir, dassdie allermeistenKontaktgeradenauf D glatt sind.
DiesverbessertdenSatz3.1.1für Kontaktmannigfaltigkeiten. Weil dasBeweisprinzipvon
Proposition6.4.1im Folgendenimmerwiederverwendetwird, stellenwir die wesentliche
Argumentationsliniehier klar heraus.

Wir möchteneinenWiderspruchsbeweis führenundkonstruierenzu diesemZweckei-
ne (nicht notwendigerweiseabgeschlossene)Unterfamilie Ú{pÆ²û�y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@��DE< , die die
folgendenwidersprüchlichenEigenschaftenhat:
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Ú�\

l
®

ABBILDUNG 6.4.1. ZumBeweisderProposition6.4.1

® Zum einenwird sichausderKonstruktionergeben,dassderOrt derzu Ú{p gehö-
rendenKontaktgeraden- -integral ist, weil die

d
-Anteile von Vektorfeldern,die

wir durchDeformationenerhalten,stetsverschwinden.® ZumanderenhatderOrt dieserKurvenmindestensdieDimensiońyS"G . Dasaber
ist nachderDimensionsaussageausFrobeniusSatz5.3.2unmöglich.

Die ersteAnwendungdiesesBeweisprinzipsfindenwir in derfolgendenProposition.

PROPOSITION 6.4.1. Wenn W e D einallgemeinerPunktist und l eineKontaktgerade,
die W enthält,dannist l glatt.

BEWEIS. Wir führeneinenWiderspruchsbeweisundnehmenan,dassdie Behauptung
falschist. Man nehmealsoan,dassesfür einenallgemeinenPunkt W e D einesinguläre
Kontaktgeradel gibt, die W enthält.Erinnerung:diesingulärerationaleKurve l kannimmer
durcheineintegralesinguläreebeneKubik dominiertwerden,alsodurcheinerationaleKur-
ve mit einereinzigennodalenoderkuspidalenSingularität.Wir werdeneinenWiderspruch
erreichen,indemwir einenSchnitt im Rückzugvon

d
auf der ebenenKubik konstruieren,

deraufeinemvorgegeben,allgemeingewählten,Punktverschwindet.Die Konstruktiondie-
sesSchnitteswird durcheineDeformationdersingulärenKurveerfolgen.

Weil W allgemeingewählt war, existiert eine singuläre(nodaleoder kuspidale)ebe-
ne Kubik � ²û+KB und eine irreduzible(nicht notwendigerweisekompakte)Komponenteý ²��y/ �;�¤ I¢ 7¤�¥��DE< , sodassderuniverselleMorphismus§ ^�ýk©X�faÆD dominantist und
so,dassfür alle « e ý gilt: � Ê@É « x 7 d <�FfG .

Jetztwählenwir einengenerischenMorphismus« e ý undbeachten,dasseseineoffe-
neMenge Ú ²ö� gibt, sodassfür alle ¬ e Ú die Tangentialabbildungdeseingeschränkten
Morphismus§ ½¾^ÝF § p p J ) ½�* ^�ýûaÆD bei « maximalenRanghat:

Ø È�Ï���¿ ÁCÂ m § ½�F_� hI� D Fù)�´�SQG��
Wir erinnernunsandie Lemmata2.1.3und2.1.4von Seite16, die zeigen,dassdie glatten
Punktevon � in 1:1-Korrespondenzmit denGeradenbündelnvomGrad1 stehenundwählen
einenPunkt ¬ e Ú , sodass��µ¾7¤¬4<À��F « x 7 d < ist. Mit anderenWortenwählenwir einenPunkt¬ e Ú , dernicht oskulierendbezüglichdesGeradenbündels« x 7 d < ist.

Als nächstenSchrittwählenwir eineLegendresche,nichtnotwendigerweisekompakte,
Untermannigfaltigkeit von Ú�\�²³D , die W enthältund bei W transversalzu «�7¤��< steht.
Wir wissenausdemSatzvon Darboux,dassD lokal immerdie Gestaltvon Beispiel5.4.1
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hat, so dassesviele solcherUntermannigfaltigkeitengibt. Weil § ½ maximalenRanghat,
könnenwir einenSchnitt Ú{p ²Þý über Ú�\ wählen,alsoeineUntermannigfaltigkeit Ú{p ,
so dass§ ½Öp Ì } ^ Ú{p³a Ú�\ ein Isomorphismusist. NachKonstruktionhat § 7�Ú{p ©Ã��<
die Dimension ´VSkG und kann deshalbnicht Legendreschsein. Es folgt deshalb,dass
eseineeingebetteteKreisscheibe�MpÆ² Ú{p gibt und eineKoordinate/ auf �Mp , die um«¼Fâr!/�F �

s zentriertist, sodass,"^ÝF «�x 7¤Ni< ! ss /(vvvv 6 : ± " e 8 ± 7¤�¥�C«|x 7 d <�<�z[r � s
ist. Fürdie letzteAussageerinnernwir unsdaran,dass qq 6 p 6 : ± kanonischmit einemElement
in 8 ± 7¤���)« x 79m�\�<�< identifiziert ist. NachWahl von Ú{p gilt automatisch,dass,~7¤¬4<¾F �

ist.
Dasist abernachderWahl von ¬ unmöglich,undwir habeneinenWiderspruchkonstruiert.�

KOROLLAR 6.4.2. DasUrbild >�· }: 79W�< ist eineUntervarietät ,dc�²âÚ�: , die jedeFaser
von Ûo: in genaueinemPunktschneidet3. �

6.5. Der Auswertungsmorphismus >¤: und die Tangentialabbildung ?@:
Wir werdenin diesemAbschnitt die Tangentialabbildung?@: , die wir im Kapitel 3.2

definiert haben,ausführlicherstudieren. Ein Satz,der Grothendieckzugeschriebenwird,
aberwahrscheinlichälter ist, zeigt, dassalle Vektorbündelüber +~} in einedirekteSumme
von Geradenbündelaufspalten.Wir untersuchenhier denSpaltungstypderEinschränkungm|\�p n , weil dieseSpaltungInformationenüberdenDeformationsraumliefert. Dasfolgen-
deLemmazeigt,dassdie Deformationenvon Kontaktgeradenin einemsehrstarkenSinne
unobstruiertsind. RationaleKurven, für die dasTangentialbündelwie in (6.5.1) zerfällt,
nenntman“Standardkurven”. DieseKurven spielenin vielen Arbeitenbeim Studiumder
TangentialabbildungeinewesentlicheRolle.

LEMMA 6.5.1. Wenn W e D ein allgemeinerPunktist undwenn l eineKontaktgerade
ist, die W enthält,dannzerfällt dieEinschränkungm|\;p n wie folgt.

(6.5.1) m|\;p n��F �un�7ý)i<�w �On�7�G�<A� , · } w � � ,i�K}n
BEWEIS. Esfolgt direktausderDefinition5.2.1derKontaktstruktur, dass- �F - x º d

ist. Weil aber
d p n��F �On�7�G�< ist, undweil Vektorbündelüber +~} immer in direkteSummen

von Geradenbündelnzerfallen,könnenwir schreiben

-¯p nw�F ,�   : } 7���n�7��   <xw �On�7�G¾Y �   <�<(�
wobei �   � �

. Esfolgt, dassdie Zerlegungvon -¯p n genaú positive Einträgeenthält.Dies
wiederumzeigt,dassdie Zerlegungvon m|\;p n mindestenś positive Einträgehat. Um die
Argumentationzu beenden,beachtenwir, dassm|\;p n nach[37, prop.1.1] nef ist und dass¬�}�79m�\Xp n)<�FfY[Z;\�� l[F·´;SQG ist. �

3Wir vermeidendie Bezeichnung“Schnitt”, weil a priori nicht klar ist, dassÁ Ç normalist. Damit sind ���
und Á Ç nichtnotwendigerweiseisomorph.
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Als Korollar zu demvorhergehendenLemmaerhaltenwir, dasssowohl der Auswer-
tungsmorphismus>¤:ú^¾Ú�:�aüD als auchdie Tangentialabbildung?@:ú^úà8;:�a +�79m x\ p :2<
immersiv sind. Weil alle Kontaktgeraden- -integral sind, ist dasBild derTangentialabbil-
dungautomatischin +w7¡- x p :=< enthalten.

KOROLLAR 6.5.2. Wenn W e D einallgemeinerPunktist, danngilt

(1) Die Untervarietät8;:X²�8 ist glatt.
(2) Der universelle Morphismus>¤: ^OÚ�:öa .0/214365�798X:=<E²¨D ist außerhalbeines

Schnittes,dc , derzu W kontrahiertwird,eineImmersion,die Ú�: birationalaufdas
Bild abbildet.

(3) Die Tangentialabbildung?4:q^qà8;:�a³+w7¡- x p :=< ist ebenfallseineImmersion.

BEWEIS. Wir betrachtendasfolgendeDiagramm.

àÚ�: r#�
NormalisierungøÒ ÷i � -Bündel

øÑ ÷
Ú�: Ñ ÷Ò ÷i � -Bündel

.0/214365�798X:2<

à8;: r��
Normalisierung¥ ÷ 8;:

+w7¡- x p :=<
NachdemGlattheitssatz,Proposition1.3.5ist die Varietät à8;: glatt. Also ist auch àÚ�: glatt,
undesmachtüberhaupterstSinn,davon zu sprechen,dassà>�:
p øÌ2÷!Ï ¬#­ immersiv ist. Die Tat-
sache,dassà>�:op øÌ2÷ Ï ¬#­ und ?@: immersiv sind,folgt für Standardkurvenaus[36, props.II.3.4
undII.3.10]. Die Birationalitätvon >�: wurdeim Satz3.3.1bewiesen.Esbleibtalsonoch,zu
zeigen,dass8;: glatt ist.

Zu diesemZweck erinnernwir an dasKorollar 1.3.4: weil alle Kurven l e 8;: glatt
sind, ist die Normalisierungsabbildungß4� bijektiv. Weil àÚ�: und Ú�: aber +�} -Bündelsind,
mussauchdieNormalisierungß Ì bijektiv sein.

Konsequenz:die Einschränkungß4�Xp øÌ2÷�Ï ¬#­ ist bijektiv und immersiv, alsoein Isomor-
phismus.Also ist Ú�: z¾ß Ì 7�,dc;< glatt. Weil Ú�: aberein +~} -Bündelüber 8;: ist, mussdann
auch8;: glatt sein. �



KAPITEL 7

Kontaktmannigfaltigk eitenmit � )l�n� �¢¡ £
In diesemKapitel ist D eineprojektive Kontaktmannigfaltigkeit mit ACB 79D"<qF³G . Im

Hinblick auf denSatz5.5.4ist dieserFall ohnehinder Interessanteste.Die Methodendes
vorangegangenenKapitelslassensichfür Mannigfaltigkeitenmit ACBuF G besondersgut an-
wenden.

Das Ziel in diesemKapitel ist es, C. LeBrunsEindeutigkeitsvermutung5.4.6 zu be-
weisenunddurchAusnutzungderspeziellenGeometrievonKontaktmannigfaltigkeitenden
Satz3.2.1überdie Tangentialabbildung?4: zu verbessern:wir werdenzeigen,dassdie Tan-
gentialabbildungnicht nur endlich,sondernsogar generischinjektiv ist – vergleichedie in
derEinleitungaufgeworfeneFrage(4). Schließlichwerdenwir einegenauereBeschreibung
desOrtes .I/=1@3J5�798;:=< geben.DieseBeschreibungkannalszusätzlicheEvidenzfür die Ver-
mutung5.4.5gesehenwerden.

Wir schließenden Fall Dü�F +�B�,i��} nachwie vor ausund verwendenweiterhin die
Annahmen6.1.3.

7.1. Eindeutigkeit von Kontaktstruktur en

Wenn W e D ein allgemeinerPunkt ist, dannwerdenwir zeigen,dassdie Kontakt-
Distribution -¯p : durchdie Tangentialräumean Geradendurch W erzeugtist. Mit anderen
Wortenwerdenwir zeigen,dassdasBild derTangentialabbildung

?@:q^ à8;:�a³+w7¡- x p :=<
nicht linear entartetist. Als unmittelbaresKorollar ergibt sich, dassdasHyperebenenfeld- ausdenGeradenrekonstruiertwerdenkannund alsokanonischvorgegebenist. In dem
Beweiswerdenwir dieDeformationenvon .I/=1@3J5�798X:=< untersuchen,dieentstehen,wennman
denBasispunktW bewegt. Dazuist essinnvoll, die folgendeNotationeinzuführen.

NOTATION 7.1.1. Betrachtedie Inzidenzvarietät*Þ^'Fâr=79W H ��W H H < e DÆ©¼D�p�W H H e .I/2143J5�798;: k <¦s �
EineelementareRechnungzeigt,dass* eineabgeschlosseneUntervarietätvon Dj©¼D ist.
Wir nennen* die “InzidenzvarietätderGeradendurchfestePunkte”.

Wir bezeichnendiekanonischenProjektionenmit Û�}@��Û|By^
*faÆD . Danngilt für jeden
Punkt W e D die (mengentheoretische)Gleichung

Û|B 79Û · }} 79W�<�<�F_.I/=1@3J5�798;:=<(�
Es kannnatürlichvorkommen,dassdasschementheoretischeUrbild Û�· } 79W�< für spezielle
PunkteW e D nicht reduziertist.

Wenn � ² � eineTeilmengeist, werdenwir die EinschränkungÛ · }} 79�X< häufigmit*`p � bezeichnen.

65
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ABBILDUNG 7.1.1. Deformationvon .I/=1@3J5�798;:=<
DasfolgendeLemmazeigt,dasssichderOrt .0/21@3J5�798;:=< tatsächlichbewegt, wennwir

denBasispunktbewegen.Die Aussageist in derAbbildung7.1.1illustriert.

LEMMA 7.1.2. Es sei � eineEinheitskreisscheibemit Koordinate / und � ^{�³a�D
eine Einbettung. Dann existiert eine offeneMenge * ± ² *¯p � � � � , so dass Û|B�7+* ± < eine
Untermannigfaltigkeit derDimension

� h0� Û|B�7+* ± <�F ´�SQG
ist. Der SatzvonFrobeniuszeigtinsbesondere, dassÛ|B�7+* ± < nicht - -integral ist.

BEWEIS. Wir habenin Proposition6.3.1 gesehen,dassdie Abbildung Û�}�p ± äqui-
dimensionalvon relativer Dimension ´ ist. Damit ist * eine wohldefinierteFamilie
von algebraischenZykeln im Sinnevon [36, I.3.10] und die universelleEigenschaftder
Chow-Konstruktionliefert einenMorphismus

\ ^�D°a ×³² /$´�79DE< in die Chow-Varietät
von D , so dass * der Rückzugder universellenFamilie über

×³² /$´�79DE< ist. Weil nun� hI� .0/21@3J5�798;:i< FK´ �
� hI� D ist, ist esklar, dassdasBild von

\
nicht ein einzelnerPunkt

ist. Indemwir die AnnahmeACB�79DE<¾F G benutzen,erhaltenwir, dassdie Abbildung
\

end-
lich ist. Da zwei reduziertealgebraischeZykeln abergenaudanngleich sind, wenn die
Trägerübereinstimmen,bedeutetdies,dassfür einengegebenenallgemeinenPunkt W ± e D
höchstensendlichvielePunkte 79W   <   : }9UVU U N existierenfür die

.I/=1@3J5�798;:�L�<�F_.I/2143J5�798;: a <
gilt. Esgibt alsoeineoffeneMenge,wo die Tangentialabbildungm¾Û|B denmaximalenRang´ªSfG hat. Wenn * ± ²Õ*¯p � � � � eineoffeneMengeist, auf der Û|Bip ± L eineEinbettungist,
dannhat Û|B 7+* ± < dieDimensioń�S_G . Die Behauptungfolgt. �

SATZ 7.1.3. Wenn W e D einallgemeinerPunktist, dannist -¯p : vomBild derTangen-
tialabbildung ?@: aufgespannt.

BEWEIS. UnserArgumentinvolviert eineAnalysederDeformationenvon .I/2143J5�798<ei< ,
die entstehen,wennmandenBasispunktU variiert. Wir werdeneinenWiderspruchsbeweis
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führen und annehmen,dassder Satz falsch ist. Unter dieserAnnahmewerdenwir eine
Familie von Morphismen +~}�a D konstruieren,die der Aussageder Proposition6.2.2
widerspricht.

Als erstenSchritt konstruierenwir eineAbbildung � , auf die dasLemma7.1.2ange-
wendetwerdenkann. Wennwir annehmen,dassdie AussagedesSatzesfalschist, können
wir eineanalytischeoffeneUmgebung Ú¨F Úq79W�<�²kD und ein Unterbündel- H ²�-¯p Ìfinden,sodass

(1) für alle Punkte U e Ú die Vektorräume- H p e und |4~ ÈÖÏ 79Ç �;È�É Ê ?�ei< ²³-¯p e be-
züglich desnicht-degeneriertenO’Neill-Tensors

p ^�-fº -ja d
, der mit der

Kontaktstrukturkommt,orthogonalsind.
(2) alleGeraden,die Ú schneiden,glatt sind.

Indem wir Ú nötigenfalls verkleinern, können wir annehmen, dass ein nirgends-
verschwindendesVektorfeld z{ e 8 ±i7�Ú��¦- H < existiert. Wenn U e Ú also irgendeinPunkt
ist und l eineGerade,die U enthält,danngilt automatisch

(7.1.1) m
nÖp eBµkz{ 79UJ<(�
wobei“ µ ” wiederbedeutet:orthogonalbezüglichdesnicht-entartetenO’Neill-Tensors. Es
sei � eineEinheitskreisscheibeundmit Koordinate/ und � ^¶��aÜD eineintegraleKurve
von z{ mit � 7 � <�F_W .

Wir bezeichnendie Familie von Morphismen,die die Kurven von 8 parametrisieren
mit ý ²��y/ �X�¤ I¢ 7$+�}@�¦D"< . Setze

ýt�ú^'Fâr�« e ý´p�«K7¦Ä
�
^
GCÅ$< e � 7��;<¦si�

Wenn § �Ü^¥ýt�k©Ã+~}�a D der universelleMorphismusist, dannfolgt direkt ausder
Konstruktion,dass § �¥7$ýt�_©`+~}C<�F_Û|B 7+*�p � � �h� <³· � 7��;<
ist. Weil Û|B�7+* ± < nicht - -integral ist, existiert für einenallgemeinenPunkt 7�«6��T|< e ýt�À©[+�}
ein Tangentialvektor zØ e m p¸� J +�� p � Á � ü � , sodassdasBild derTangentialabbildungnicht in- liegt: m § �¥7�zØ�<��e - �
Wir zerlegen zØfF zØ H SjzØ H H , wobei zØ H e m + � p ü und zØ H H e map¸�¾p Á ist. Weil «�7$+~}C< jetzt aber- -integral ist, folgt sofort,dassm § �y7�zØ H < e - ist. Daswiederumliefert

(7.1.2) m § �y7�zØ H H <À�e - �
Als nächstenSchrittwählenwir eineFamilie vonMorphismenZV^ � a ýt�/ ­a Z 6
so,dassZ ± F « ist undso,dass

m Z ! ss /9vvvv 6 : ± " F zØ H H
ist. Weil ý nachdenBemerkungenausAbschnitt 1.3.3an der Stelle « glatt ist, ist dies
immer möglich. Wenn , e 8 ± 7$+~}@�)« x 79m|\O<�< der Schnitt ist, der zu demTangentialvektorzØ H H F�m Z�7(qq 6 p 6 : ± < gehört,und wenn , H ^ÝF�« x 7¤N <C7�,�< e 8 ± 7$+~}@�)« x 7 d <�< ist, danngilt das
Folgende.
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(1) Es folgt ausderFormel (7.1.2) undaus[36, prop. II.3.4], dass, H nicht identisch
verschwindet.

(2) Bei Ä
�

^�GCÅ e +�} gilt ,�7¦Ä � ^�GCÅ$< e « x 79m � � � � <�² « x 7¡-�< . Insbesonderegilt, H 7¦Ä � ^
G)Å9<~F
�
.

(3) Wenn R einelokaleKoordinateum +~} um Ä
�
^6GCÅ ist, dannfolgt ausderOrthogona-

lität (7.1.1), dass qq ° p ¿ ±�' } Â~e « x 7¡-�< und ,~7¦Ä � ^�GCÅ$< e « x 7¡- H < orthogonalbezüglich
desnicht-entartetenO’Neill Tensorssind.

Die Punkte(2) und (3) stellensicher, dasswir die Proposition6.2.2auf die Familie Z�6 an-
wendenkönnen. Da der Schnitt , H nicht vollständigverschwindet,sagtdie Proposition,
dass, H bei Ä

�
^�GCÅ eineNullstellevon Ordnungmindestenszwei habenmuss.Andererseits

ist , H aberein Schnitt in « x 7 d < , und diesesBündelhat Gradeins. Wir habenalsoeinen
Widersprucherreicht,undderBeweisvonSatz7.1.3ist damiterbracht. �

Es folgt, dasses nur zwei Arten von Kontaktmannigfaltigkeiten gibt, auf denendie
Kontaktstrukturnicht eindeutigfestgelegt ist.

KOROLLAR 7.1.4 (Eindeutigkeit von Kontaktstrukturen). Die Vermutung5.4.5 von
C. LeBrunüberdie Eindeutigkeit vonKontakstrukturenist richtig.

Wenn D irgendeinekomplexe projektiveKontaktmannigfaltigkeit mit mehr als einer
Kontaktstrukturist, danngilt entwederD°�F +�B�,i�K} oder D°�F +w79m���< für eineMannig-
faltigkeit � derenTangentialbündelm�� Automorphismenbesitzt.

Wir verweisenauf [34, sect.2.6] für eineBeschreibungderunterschiedlichenKontakt-
strukturenauf +w79m���< .

BEWEIS. NachDemaillysSatz5.5.3 ist daskanonischeBündel Z�\ nicht nef. FallsA)B 79DE<q� G ist, habenwir in Satz5.5.4gesehen,dassD �F +w79m���< ist. Wir könnendaher
ohneEinschränkungder Allgemeinheitannehmen,dass ACB 79D"<`FáG und dassD deshalb
Fanoist.

In dieserSituationzeigt derSatz7.1.3, dass- kanonischgegebenunddeshalbinsbe-
sondereeindeutigist. �

7.2. Die Injekti vität der Tangentialabbildung ?4:
Um die generischeInjektivität derTangentialabbildungzu zeigen,ist wesentlichmehr

Arbeit nötig. Wir formalisierendasHauptargumentausdemBeweis desSatzes7.1.3und
konstruierenzunächstSchnitteim Rückzugvon

d
auf die universelleFamilie Ú�: . Der Au-

tor hofft, dassdieseKonstruktionspäterdabeihelfenkann,die Fragenachderprojektiven
NormalitätdesBildesderTangentialabbildungzuklären.

LEMMA 7.2.1. Wenn W e D ein allgemeinerPunktist, danngibt eseinennatürlichen
Vektorraummorphismus �¥^im|\;p :�a¶8 ± 7�Ú�:
�(>�x: 7 d <�<(�
sodassdieGleichheit �i7Cz{ <@p ¬ ­ Fö> x: 7¤NJ7Cz{ <�<
besteht1.

1Beachtedazu,dassÈW¦Ç ��¹ �>Ë Ì ­ trivial ist.
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BEWEIS. Wenn l e 8;: einebeliebigeGeradeist, dannist derKernderAuswertungs-
abbildung á ^i8 ± 7$lÖ��m|\;p nC<�a¶m|\Xp :
nachKorollar 6.2.4in 8 ± 7$lÖ�¦-¯p n)< enthalten.Weil dasVektorraumbündelm|\;p n nachLem-
ma6.5.1globalerzeugtist, ist dieAbbildung á surjektiv, undwir erhalteneinenVektorraum-
morphismus �Cn¾^ m|\;p :ua¶8 ± 7$l�� d p n)<(�
Eine elementareÜberlegung,die wir demLeserüberlassen,zeigt, dassdie Vereinigungen7+�Cn�74z{ <�<�n0�l� ÷ für jedenTangentialvektor z{ e m�\Xp : einenSchnitt �i7Cz{ < e 8 ± 7�Ú�:
�)> x: 7 d <�<
liefert. �

FürspezielleTangentialvektoren z{ könnenwir denSchnitt �i7Cz{ < näherbeschreiben.

LEMMA 7.2.2. Wenn ,dc FÞ>�· }: 79W�<y²fÚ�: der Schnitt ist, der von >¤: kontrahiert wird,
undwenn z{ e -�:�z[r � s ist, dannist der zu � 74z{ < gehörendeDivisor gegebenalsÜ¥h0Ð 7+�i7Cz{ <�<�F·,dc S���Pi79?@:�^wÛo:=<�x 7�y`<
wobei � e¨þ � und y e p � + � jlº ì ÷ � 7�G�<@p dieVereinigungderTangentialrichtungenin -¯p W ist,
die orthogonalzu z{ sind.

BEWEIS. Weil derRückzug> x: 7 d < die Fasernvon Ûo: mit Multiplizität 1 schneidetund
weil die Schnitte �i7Cz{ < für z{ e -¯p : auf jedenFall auf ,dc¶² Ú�: verschwinden,ist esklar,
dass

Ü¥h0Ð 7+�i7Cz{ <�< vonderForm ,dc_S ��P¦Û x: 7�y H < seinmuss,wennwir zeigen,dass�i7Cz{ < genau
dannauf einerGeradel e 8;: verschwindet,wenn z{ und m
n�p : orthogonalsind. Äquiva-
lent: dasLemmaist bewiesen,wennjederSchnitt , e 8 ± 7$l��¦m|\Xp n)< mit ,�79W�<�F z{ genau
dannin 8 ± 7$l��¦-¯p n)< liegt, wenndie Orthogonalitätgilt. Dasist abergenaudie Aussagedes
Korollars6.2.4. �

KOROLLAR 7.2.3. Die Abbildung �_^ym�\Xp : a 8 ± 7�Ú�:
�)> x: 7 d <�< ist injektiv und das
lineareSystemp > x: 7 d <@p ist basispunktfrei.

BEWEIS. NachLemma7.2.2ist dieEinschränkung�2p j ì ÷ injektiv, undderBasisortdes
linearenUntersystems7+�i7Cz{ <�<#»Ù�� j ì ÷ ist genauderkontrahierteSchnitt ,dc . Die Behauptung
ist alsobewiesen,wennwir beobachten,dassfür jedenTangentialvektor z{ e m|\;p : , dernicht
in -¯p : liegt, derSchnitt �i7Cz{ < e 8 ± 7�Ú�:2�)> x: 7 d <�< nichtauf ,dc verschwindet. �

PROPOSITION 7.2.4(Injektivität derTangentialabbildung). Die Tangentialabbildung?4:
ist generisch injektiv, alsobirationalauf dasBild.

BEWEIS. Wie zuvor werdenwir einenWiderspruchsbeweis führen. Dazufixierenwir
einengenerischenPunkt U e .I/2143J5�798;:i< . NachSatz3.3.2gibt esdanngenaueineKontakt-
geradel�e , die W und U enthält.Wir nehmenan,dass?4: nichtgenerischinjektiv ist.

WenndieseAnnahmegilt, dannfindenwir einezweiteKontaktgeradel He e 87e , die W
nicht enthält,aberbei U tangentialan l�e ist. Wir behaupten,dassl He ²ö.0/214365�798X:=< ist. Weil.I/2143J5�798;:i< aberLegendreschist, ist derTangentialraumma� �D����� � � ÷ � bei U selbst-orthogonal;
dieEinschränkung

p p ¼H½ ¾�¿�ÀÂÁ óÃ� ÷ ÷ ì f ist alsoidentischNull. Insbesonderegilt dieOrthogonalität

m
n kf µ_ma� �D���n� � � ÷ � p e
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ABBILDUNG 7.2.1. ZumBeweisderProposition7.2.4

Dieserlaubtuns,dieProposition6.2.2anzuwenden.Wie zuvor wählenwir eineanalytische
offeneUmgebung Ú�\ ²Þ.I/2143J5�798;:=< undeineLiftung Ú{p ²Þ�y/ �;�¤ I¢ 7$+~}4�¦D"< , so dassder
eingeschränkteuniverselleMorphismus§ p Ì } J ) ¿ ±�' } Â * ^¶Ú{p a D« ­a «�7¦Ä

�
^6GCÅ9<

einenIsomorphismusÚ{p³a Ú induziert. Wir erkennendurchAnwendungder Proposi-
tion 6.2.2und der Bemerkung6.2.3, dassdasBild § 7�Úlp ©�+~}C<~- -integral seinmuss. Da§ 7�Ú{p ©y+~})< aberbereitsdieLegendrescheUntermannigfaltigkeit Ú enthält,ergibt sich,dass§ 7�Ú{p ©`+~})<�²�.0/21@3J5�798;:=< seinmuss,unddieBehauptungl He ²�.0/21@3J5�798;:=< folgt.

Als nächstenSchritt betrachtenwir die strikte Transformierteàl He von l He in Ú�: . Diese
Kurve ist keineFaserderAbbildung Ûo:;^JÚ�:qaj8;: , weil l He denPunkt W nicht enthält.Die

Kurve àl He schneidetdiestrikteTransformierteàl�e von l�e abertangentialim Urbild von U . Wir
behaupten,dassdiesnicht möglichist, sodasseinWidersprucherreichtist.

Um diesenWiderspruchzu erkennen,beachtenwir, dass> x: 7 d < die Kurve àl He mit Multi-
plizität 1 schneidet,weil dieAbbildung >¤:q^2Ú�:�aÆ.I/2143J5�798;:=< birationalist. Auf deranderen
Seitekönnenwir nachLemma7.2.2einenVektor z{ e m�\Xp : finden,sodassderzugehörige
Schnitt � 74z{ < e 8 ± 7�Ú�:
�(> x: 7 d <�< zwaraufderFaser àl�e , nichtaberaufderKurve àl He verschwin-

det.Also schneidetdieKurve àl He denDivisor
Ü¥h0Ð 7+�i7Cz{ <�< tangential,unddieSchnittzahlkann

nicht 1 sein. �
7.3. Die Normalisierung von .I/2143J5�798;:=<

Wir werdenjetztzeigen,dassdieNormalisierungvon .0/21@3J5�798;:i< für einenallgemeinen
Punkt W e D stetsisomorphzueinemKegel ist.

PROPOSITION 7.3.1. Wenn W e D ein allgemeinerPunktist, dannist die Normalisie-

rung
�.0/21@3J5�798;:=< von .I/2143J5�798;:=< einKegel.
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BEWEIS. DasZiel derjetzt folgendenArgumentationist es,ein Kriterium von J.Wahl
[46] anzuwenden:eine projektive, normaleVarietät ist ein Kegel, wenn es ein Vektor-
feld gibt, dasauf einemamplenDivisor verschwindet.Wir werdeneine � x -Wirkung auf�.I/2143J5�798;:i< konstruieren,die auf einemCartier-Divisor y verschwindet,der denRückzugß x 7 d < erzeugtunddeshalbampleist.

Dazuwählenwir einenTangentialvektor z{ e m|\;p : , dernicht in -¯p : enthaltenist und
erhaltennachLemma7.2.1einenSchnitt �i74z{ < e 8 ± 7�Ú�:
�(> x 7�Ú�:=<�< . Weil > x 7 d < die Fasern
von Ûo: mit Multiplizität 1 schneidet,und weil > x 7 d <@p ¬#­ trivial ist, ist der zugehörigeDi-
visor

Ü¥h0Ð 7+�i7Cz{ <�< e Ü¥h0Ð 7�Ú�:=< ein Schnitt , ± ²�Ú�: , der disjunkt zu ,dc ist. Diesebei-
dendisjunktenSchnitteerlaubenuns,ein Geradenbündel. e�g�h 1i798;:=< zu finden,sodassÚ�:`�F +�7���� ÷ w^.u< ist2. DiesedirekteSummenzerlegungliefert eine � x -Wirkung auf Ú�: ,
die die Schnitte, ± und ,dc punktweisefixiert; dazulassenwir � x durchHomothetienauf
denerstenSummanden��� ÷ wirken.

Die Auswertungsabbildung>¤: faktorisiertnachder universellenEigenschaftder Nor-
malisierungwie folgt:

Ú�: � Ñ ÷�.I/2143J5�798;:=< r
Normalisierung

.I/2143J5�798;:=<w²�D
Weil die Auswertungsabbildung>¤: nachKorollar 6.5.2außerhalbvon ,dc bereitsimmersiv
ist, entsprichtdieFaktorisierung>�:uFQß{^�� geradederStein-Faktorisierungvon >¤: , undder
Morphismus� ist außerhalbvon ,dc sogar isomorph.

In dieserSituationliefert derSatz[21, I.1.6,prop.2] eine � x -Wirkung auf
�.I/2143J5�798;:=< ,

sodass� äquivariantist. DieseWirkung wird dasBild ��7�, ± < alsowiederpunktweisefixie-
ren.

Wir erinnerndaran,dass� nachKorollar6.5.2in einerUmgebungvon , ± isomorphist.

Also ist ��7�, ± < im glattenOrt von
�.I/2143J5�798;:i< enthaltenunddemnachCartier. Konsequenz:

dasGeradenbündel� È� �D���n� � � ÷ � 7ý�w7�, ± <�< ist isomorphzu demamplenGeradenbündelß x 7 d < ,
undderBeweisist erbracht. �

2Wir erinnerndaran,dassÁ Ç nachKorollar 6.5.2glatt ist.
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