Im Buch Magia por principios meines spanischen Kolle-
gen Pedro Alegria wird ohne Erkliarung des Hintergrunds
ein Zaubertrick vorgestellt ([1], Seite 29), der gleich be-
schrieben werden soll. Er wird dort Juan Tamariz zuge-
schrieben (,,Oido a Juan Tamariz en una emision radiof6-
nica“.) Ich habe ihn — mit einer Begriindung, warum er
funktioniert —in mein Buch zum Thema ,,Mathematik und
Zaubern“ ([2]) in Abschnitt 2.9 tibernommen. Er geht so:

— Der Zauberer prisentiert neun Karten mit der Bild-
seite nach oben. Sie sollen sich in einer wiedererkenn-
baren Reihenfolge befinden. Man kénnte zum Beispiel
die Karokarten von Ass bis 9 nehmen:
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Neun Karten, der GroBe nach geordnet

Die Karten werden zu einem Stapel zusammengescho-
ben und umgedreht.

— Danach werden die Karten durcheinandergebracht.
Dreimal passiert folgendes: Der Zauberer teilt die Kar-
ten zu zwei Stapeln aus (links, rechts usw.); die Sta-
pel werden Ulbereinandergelegt, dabei entscheidet der
Zuschauer, welcher Stapel nach oben kommt; der Zu-
schauer hebt noch einmal ab.

— Trotz der vielen Zufallsentscheidungen (dreimal: Wel-
cher Stapel kommt nach oben? Wo wird abgehoben?)
sind die Karten in der gleichen zyklischen Reihenfolge
wie vorher. Diese kénnte — von unten gesehen — etwa
so aussehen:

Das Ergebnis

Alegria empfiehlt, sich bei der letzten Aufnahme des Sta-
pels heimlich die unterste Karte anzusehen und entspre-
chend viele Karten mit einem Zauberspruch einzeln nach
oben zu legen. In unserem Beispiel miissten drei Karten
wandern. Wenn man dann den Stapel umdreht, ist die
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urspriingliche Ordnung wiederhergestellt: ,,Orden en el
universo!*.

In dem vorliegenden Artikel soll der elementare algebrai-
sche Hintergrund beschrieben werden. Das wird Anlass
zu vielen Variationen des Tricks geben.

Eine Erinnerung und eine Beobachtung

Sei (G, o) eine Gruppe und U eine Untergruppe. Der
Normalisator N(U) von U ist die Menge aller x € G, fiir
die {xou|ue U} ={vox|ve U} gt N(U) ist die
groBte Untergruppe von G, die U umfasst und in der U
ein Normalteiler ist.

Fir x € N(U) und u € U gibt es also ein v € U sodass
vox = xou. Es folgt, dass in Produkten aus Elementen aus
U und N(U) die Faktoren aus U quasi ,,durchgereicht
werden kénnen. Genauer heit das: Sind xi, ..., xm in
N(U) und up, ..., um in U, so ist

UnOXmOUm—-109Xm—-10---0U10X10U) = Xm©O---0X10U

fir ein geeignetes u € U. Insbesondere liegt mit
XmO- - +0x1 auch umoXmoum_10Xm_10- - -oujoxioug in U.

Eine besondere Untergruppe der symmetrischen
Gruppe S,

Wir fixieren ein n € N, spiter sollen Tricks mit n Karten
durchgefiihrt werden. Es wird fiir die folgenden Untersu-
chungen bequem sein, die Elemente der symmetrischen
Gruppe S, als bijektive Abbildungen ¢ : Z, — Zn auf-
zufassen. Dabei ist Z, = {0, ..., n — 1} die Menge der
Reste modulo n, die mit den Kompositionen ,,+“ und
» modulo n zu einem kommutativen Ring wird. Mit
St : Zin — Zn werden wir, fiir r € Zp, den ,,zyklischen
Shift* k — k 4+ r mod n bezeichnen. Unter S wollen wir
die kommutative Untergruppe der S, verstehen, die aus
allen s, besteht.

Lemma

(i) Sind a, b € Zn, sodass a und n relativ prim sind, so liegt
die durch k — ak + b mod n definierte Abbildung ¢, 1,
in N(S).
(i) Alle Elemente von N(S) haben diese Form.
(iiiy N(S)/S ist isomorph zur multiplikativen Gruppe Z7;
diese Gruppe besteht aus allen a, die zu n teilerfremd
sind.
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Beweis. (i) Da a und n teilerfremd sind, ist a in Z, in-
vertierbar, und folglich ist ¢, ,, bijektiv. Man beachte
noch die Relation ¢, p © 5y = Sar © ¢ p.

(i) Sei ¢ € N(C). Insbesondere gibt es ein a, sodass
¢os) = szo¢. Das bedeutet, dass ¢(k+1) = ¢(k)+a
fur alle k gilt. Mit b := ¢(0) folgt dann durch Induk-
tion die Gleichung ¢(k) = ak + b fiir alle k. Man
beachte noch, dass a wegen der Injektivitit von ¢
invertierbar sein muss. Damit ist ¢ = ¢, ;, gezeigt.

(iiiy Die Abbildung, die a € Z}, die zu ¢, ¢ gehérige Klas-
se in N(S)/S zuordnet, ist ein Isomorphismus.

|

Der Zusammenhang zur Kartenzauberei

Nun sei ein aus n Karten bestehendes Kartenspiel gege-
ben. Sie sollen bildunten auf einem Stapel liegen, wir den-
ken sie uns mit 0, 1, ..., n—1 von oben nach unten durch-
nummeriert. Jeder Mischvorgang entspricht dann einem
Element ¢ aus der S,. Fiir unsere Zwecke sind drei Ar-
ten, den Stapel durcheinanderzubringen, von Interesse:

— Abheben: Was bedeutet es, | Karten abzuheben (wobei
0 </ < n— 1)? Man nimmt die obersten / Karten des
Stapels ab, legt sie daneben und platziert die restlichen
Karten oben drauf: Das wird durch die Abbildung s,,_,
modelliert.

— Die Operationen Rc: Sei ¢ € N. Wir nehmen den Sta-

pel (immer bildunten) in die Hand und geben zunichst
einzeln ¢ Karten aus: von links nach rechts jeweils eine
Karte. Dann wieder von links nach rechts je eine auf
die schon liegenden, und das geht immer so weiter, bis
alle Karten ausgegeben sind. (Wenn c kein Teiler von
n ist, wird das nicht aufgehen, einige der neu entstan-
denen linken Stapel haben eine Karte mehr.)
Danach werden die Karten wieder aufgenommen, und
zwar von rechts nach links (das ist wichtig!): zunachst
der rechte Stapel, obendrauf der niachste usw. Nach
ganz oben kommt also der am weitesten links liegende
Stapel.

— Die Operationen Lc: Die Karten werden wie eben aus-
gegeben: jeweils einzeln ¢ Karten, links beginnend, dar-
auf die nachsten usw. Diesmal werden die neuen Stapel
aber von links nach rechts aufgenommen'.

Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen ist dann der
Satz:

(i) Sei c ein Teiler von n—1, und a := (n—1)/c. Dann sind
n und a teilerfremd, und R entspricht der Permutation
¢a,a. Insbesondere fiihrt im Fall c = 1 die Operation Ry
zu ¢_1,_1, der Stapel wird dabei einfach invertiert®.

(i) Ist c ein Teiler von n+1, so sind nund a := (n+1)/c
teilerfremd, und L. ist gleichwertig zur Permutation
¢_a—1. Der Spezialfall c = 1 fiihrt auf a = n + 1,
dann stimmt L1 mit <Z5—(n+1),—1 = ¢_1 1 liberein.

Der sehr elementare Beweis soll hier nicht gefiihrt wer-
den.

Wir fassen zusammen:
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Fir n € N sei A, die Menge der echten Teiler von n — 1
und B, die Menge der echten Teiler von n + 1. Wir be-
schrinken uns auf echte Teiler, um Operationen des Typs
R1, Rn—1, L1, Lp4+1 zu vermeiden.

Gewisse a1, ..., ar € Ay und af, ..., aj € By seien ausge-
wihlt, und a sei das Produkt a; - - - a, - (—af) - - - (—aj) im
Ring Zp. Wihle ¢; (bzw. ), sodass cja; = n — 1 (bzw.
¢’'aj = n+ 1). Fihrt man dann an einem aus n Karten
bestehenden Kartenstapel die Operationen R, ..., R,
und Lcl*, o LC/* in beliebiger Reihenfolge durch, wobei
man vorher, zwischendurch und hinterher von einem Zu-
schauer abheben lassen kann, so befindet sich der Kar-
tenstapel danach in der Permutation ¢, mit einem in
der Regel unbekannten r. (Das kénnte man auch so aus-
driicken, dass der Zauberer den aktuellen Zustand des
Spiels nicht kennt, aber genau weiB, in welcher Neben-
klasse module S er sich befindet.)

Besonders interessant sind dabei die Spezialfille 2 = 1
und a = —1. Die Karten sind dann in der gleichen bzw.
in der gespiegelten zyklischen Reihenfolge. Falls man im
zweiten Fall die Spiegelung ,,wegmischen® méchte, kann
man die Reihenfolge einfach invertieren, indem man ab-
schlieBend die Karten einzeln zu einem neuen Stapel her-
unterzdhlt.

Nun kann auch der Originaltrick leicht verstanden wer-
den. Hier wurde mit n = 9und a; = ap = a3 = 4
gearbeitet. Wirklich ist 4-4-4 = 1 mod 9, und deswegen
wurden drei Operationen R, durchgefiihrt. In diesem Fall
gibt es noch eine weitere scheinbar zufillige Komponen-
te: Welcher Stapel soll nach oben? Das ist vollig egal, da
die eine Version (linker Stapel nach oben) aus der an-
deren (rechter Stapel nach oben) durch Abheben — also
einem Element von S — hervorgeht.

Varianten des Originaltricks

Mithilfe der vorstehend beschriebenen Ergebnisse lassen
sich nun beliebig viele Varianten des Originaltricks erzeu-
gen. Man fixiert eine Zahl n und geht dann so vor:

— Bestimme A; und Bp. (Achtung: Beide Mengen kén-
nen leer sein, namlich dann, wenn n — 1 und n + 1
Primzahlen sind.)

— Suche Produkte aj ---ar - (—af)---(—aj), die 1 oder
—1 modulo n sind, wobei a; € A, und aj-‘ € Bn. Solche
Produkte gibt es auBer im Fall A, = B, = 0 immer, es
gibt dann sogar unendlich viele Beispiele.

Jede dieser Produktdarstellungen gibt dann Anlass zu ei-
nem Zaubertrick. Hier sind einige konkrete Vorschlige:

I. n = 9. Es gilt A9 = {2,4} und By = {2,5}. Wie
schon erwihnt, fiihrt das Produkt 4 -4 -4 =1 mod 9 (al-
so dreimal R> mit beliebigem Abheben zwischendurch)
zum Originaltrick. Wegen (—2)(—5) = 1 mod 9 hat die
Kombination von L5 und L, das gleiche Ergebnis. Bei dem
Produkt 2 - (—=5) = —1 mod 9 wiirde man nach R; und
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L, den Stapel allerdings in invertierter zyklischer Reihen-
folge vorfinden. Man beachte, dass die Zahl 2 zu unter-
schiedlichen Aktionen fiihrt, je nachdem, ob sie als Ele-
ment von Ag oder By aufgefasst wird.

2. n=11. Es gilt Al = {2,5} und By = {2,3,4,6}.
Geeignete Produkte sind zum Beispiel (—3) - (—4) =
1 mod 11 (also L4 und L3 ausfihren, am Ende entsteht
die gleiche zyklische Reihenfolge) oder (—4) - (-2) -
(—4) = 1 mod 11 (auch L3, Lg, L3 fithren zu diesem Er-
gebnis).

3. Wenn man sich nicht viele Gedanken machen will,
kann man sich irgendeine ungerade Kartenanzahl n aussu-
chen und n—1 auf nichttriviale Weise als Produkt schrei-
ben: n—1 = c-¢’ = —1 mod n. Dann werden R, und R
(egal, in welcher Reihenfolge, und mit beliebig vielen Ab-
hebeaktionen dazwischen) zum zyklisch invertierten Sta-
pel fihren.

Entsprechend kann man auch n -+ 1 nichttrivial als d - d’
schreiben. Da dann (—d) - (—d’) = 1 mod n gilt, repro-
duziert die Hintereinanderausfiihrung von L und L4 das
Orriginal (eventuell bis auf einen Abhebevorgang).

4. Hier ist noch ein Beispiel mit n = 13: Man prisen-
tiert 13 Karten eines Bridgespiels, die alle die gleiche
Kartenfarbe haben, in geordneter Reihenfolge, etwa die
Herzkarten 2, 3, ..., Ass. Wir wihlen die Darstellung
2-(=2) -3 = 1mod 13, dann wird durch Re, L7, Ra
die Startkonstellation (wenigstens zyklisch) reproduziert,
wobei zwischendurch beliebig oft abgehoben werden
darf.

Es sollte nicht verschwiegen werden, dass es eher vor-
teilhaft ist, sich einige Gedanken zur Prisentation zu ma-
chen. Da ist die eigene Kreativitit gefordert. Als The-
ma bietet sich natiirlich ,,Die wiederhergestellte Ord-
nung” oder etwas Ahnliches an. Um zu demonstrieren,
dass die Mischvorginge zusammen mit den Zuschauer-
Abhebeaktionen den Stapel wirklich ins Chaos fiihren,
kann man ihn zwischendurch (auf jeden Fall vor der letz-
ten Ra- oder L,«-Aktion) aufblittern und bildseitig dem
Publikum zeigen. Er wird bei flichtigem Hinsehen wirk-
lich sehr durcheinandergebracht aussehen.

Fiir das Finale gibt es mehrere Moglichkeiten. Man kann
durch geeignetes Abheben (etwa nach einem heimlichen
Blick auf die unterste Karte) die — eventuell gespiegelte
— Originalreihenfolge wiederherstellen. Auch kénnte die
zu Beginn oberste Karte auf der Riickseite unauffillig ge-
kennzeichnet sein: An der Stelle muss dann noch einmal
abgehoben werden.

Das kann man vermeiden, indem man die Karten von
oben nach unten einzeln aufdeckt und in einen Kreis aus-
legt. Da die Karten ja zu sehen sind, kann man es so ein-
richten, dass das Ass am Ende oben liegt, alles also vollig
chaosfrei aussieht. Man muss nur wissen, ob man im oder
gegen den Uhrzeigersinn ausgeben soll. Das wird davon
abhingen, ob das gewihlte Produkt +1 oder —1 modulo
n war. (Man sieht es aber auch beim Aufdecken an der
zweiten Karte.)
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AbschlieBend noch eine Variante, bei der es nicht um das
Wiederherstellen der Ordnung geht. Ein Zuschauer be-
kommt n beliebige Karten eines Kartenspiels, die belie-
big (bildunten) gemischt werden diirfen. Er betrachtet die
oberste Karte, zeigt sie dem Publikum und legt sie wie-
der auf den Stapel; der Zauberer darf sie allerdings nicht
sehen. Der hat sich inzwischen heimlich die unterste Kar-
te (die ,,Zaubererkarte) angesehen. Wichtig ist nur, zu
wissen, dass die Zuschauerkarte die nichste hinter der
Zaubererkarte in der zyklischen Ordnung ist.

Nun das Ubliche: mehrfach abheben, R,- und La-
Aktionen. Letztere sind natiirlich so gewihlt, dass die zy-
klische Reihenfolge die gleiche oder die gespiegelte ist
wie am Anfang. Mal angenommen, der Zauberer hat als
unterste Karte den ¥B gesehen und es ist — nachdem der
Stapel umgedreht und aufgefichert wurde — das folgende
Blatt entstanden:

Das sieht man nach den Mischaktionen

Dann muss, wenn die zyklische Reihenfolge die gleiche
war wie vorher, die Zuschauerkarte die #9 gewesen sein,
bei gespiegelter zyklischer Reihenfolge dagegen die ®10.
Es gibt viele Moglichkeiten, dieses Wissen zum Abschluss
des Tricks auszuspielen.

Ich wiinsche viel SpaB beim Zaubern mit dem Origi-
naltricks oder einer Variante. Dabei konnte es hilfreich
sein, einige Male vorher ohne Publikum zu tiben, um den
Stressanteil bei der eigentlichen Vorfiihrung zu minimie-
ren.
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